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Résumé

Dans ce mémoire, on a étudier certaines théorémes du point fixe de Banach,
Brouwer, Schauder, Kannan, Chatterjea et Zamfirescu avec certaines de leurs
applications. On s’intéresse donner des conditions qui assure I’existence d’un
point fixe d’une fonction f définie d’un ensemble £ dans lui méme et certaine-
ment 'unicité de ce point fixe, aussi d’appliquer le principe de contraction de
Banach aux quelques types d’équation intégrales et au théoréme de Cauchy
Lipschitz.

Abstract

In this thesis, we have studied some fixed point theorems of Banach, Brouwer,
Schauder, Kannan, Chatterjea and Zamfirescu with some of their applica-
tions. We are interested in giving conditions that ensure the existence of
a fixed point of a function f defined of a set F in itself and certainly the
uniqueness of this fixed point, also to apply Banach contraction principle to
the few types of integral equations and to the Cauchy Lipschitz theorem.
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INTRODUCTION

Un point fixe d'une application f définie d'un espace F dans lui-méme est un
¢élément x € F qui vérifie f(x) = x.
Le théoreme du point fixe est I'une des techniques mathématiques qui nous permet
de résoudre des nombreux problémes.
Généralement trouver des solution pour des équations différentielles ou intégrales
revient & trouver des points fixes pour des opérateurs associés a ces derniéres.
En 1992, Stephane Banach a prouvé un théoréme trées fort qui garantie I'existence
et 'unicité d’un point fixe pour toute application contractante d’un espace métrique
dans lui-méme, ce théoréme est connu sous le nom principe de contraction de Banach
et il a de nombreux applications, notamment en analyse numérique et dans le théorie
des équation différentielles.
Le concept du point fixe a été développé par plusieurs mathématiciens donc nous
citons Brouwer, Shauder, Kannan, Chatterjea et Zamfirescu.
Le théoréme de Brouwer et un théoréme qui garantie que I'existence du point fixe et
il exige uniquement la continuité de 'application d’un intervalle fermé borné dans
lui-méme. Ce théoréme a été généraliser par Shauder en dimension infini, il affirme

qu’une application continue sur un convexe compact admet un point fixe qui n’est
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pas nécessairement unique.

Kannan a garantie 'existence et 'unicité du point fixe pour les applications non-
continue, ce théoréme est le plus simple et le plus connu, en 1971 Chatterjea a obtenu
la variante du théoréme de Kannan, et en 1972 Zamfirscu & montrer que dans un
espace métrique complet s’il ya des points qui vérifient la condition de Kannan et
autres vérifient la condition de Chatterjea ’application admet un point fixe.

Cette mémoire est constitué en 3 chapitres.

Le premieére chapitre est consacré a des notions de base en topologie que nous avons
utilisé au long de ce travail.

Dans le deuxiéme chapitre nous présentons les théorémes de point fixe (Banach,
Brouwer, Shauder, Kannan, Chatterjea et Zamfirscu).

Le troisiéme chapitre est dédit aux quelques applications du théoréme du point fixe

aux quelques équations intégrales et au théoréme de Cauchy Lipschitz.



CHAPITRE 1

PRELIMINAIRES

Dans ce chapitre, nous rappelons des notions de base et certains propriétés en to-
pologie qui seront utilisé tout au long de ce mémoire. Nous basons sur les références

suivantes [4, 7, 11, 16, 18].

1.1 Espaces métriques

Définition 1.1.1 On appelle distance d sur un ensemble E toute application de
E x E dans R vérifiant :

1)V(z,y) € E?, d(z,y) >0 etd(z,y) =0 x =1y,

2)¥(x,y) € E?, d(z,y) = d(y, x) (symétrie),

3)V(x,y) € E?, d(z,z2) < d(z,y) + d(y, ) (inégalité triangulaire).

Définition 1.1.2 Un espace métrique est un couple (E,d) si E est un ensemble et

d est une distance sur E.

Exemple 1.1.3 1) L’ensemble des réel muni de la distance d(z,y) = |z — y| est un

espace métrique.



1.1. Espaces métriques

2) Soit E =R" et soit X = (x1,29,...,2,) et Y = (Y1,Y2, ..., Yn) deuzr éléments de

E chacun des expressions suivantes définit une distance sur F.
(1) di(z,y) = 21 |z — il

(i) da(,y) = (3 (|l — wil)?)2.

&-

(i) dy(a9) = (1o = )7 (02 2).
(iv) do () = uise [~ .

3) Soient a,b € R, E = C([a,b],R) l’ensemble des fonctions continues sur |a,b] &

valeurs dans R. Soit f,g € E

dos(f,9) = sup |f(z) — g()|

x€(a,b]

est une distance sur E.
4) Soit E # 0 un ensemble quelconque. Soit Uapplication définie de E X E & valeurs
dans R par

1 six#y
d(z,y)=

0 siz=y

d est une distance sur E (distance discréte).

1.1.1 Boules, Sphéres

Soit (F,d) un espace métrique, soit zy € E et soit r > 0.
Définition 1.1.4 On appelle boule ouvert (resp boule fermé) de centre xy et de
rayon r l’ensemble

B(zg,r) ={z € E, d(z,x¢) <},

resp

’

B (xg,r) ={z € E, d(x,z9) <r}.
On appelle sphere de centre xq et de rayon r [’ensemble
S(zo,r) ={x € E, d(x,z9) =71}.

10



1.1. Espaces métriques

Exemple 1.1.5 Soit R 'ensemble des réels muni de la distance usuelle d(x,y) =
|z —yl|, (z,y) € R donc

1. B(zo, ) =]xg — 1, T0 + 7]

2. B(xg,r) = [0 — 7, 20 + 7).

3. S(xg,7) ={xog — 71, To +7}.

Définition 1.1.6 (Espace topologique) On appelle topologie sur un ensemble E une
famille T de partie de E(C P(E)) vérifiant les propriétés suivants
0,)0, Eer,
O2) Y(Uy)ier C T, U]Ui €T,
ic

03) V(Uii<i<n C 7, Ui €T

=1
Les éléments de T sont appelle ouverts de la topologie.

Le couple (E,T) est appelé espace topologique.

1.1.2 Topologie des espaces métriques

Soit O C E tel que (E,d) un espace métrique.

Définition 1.1.7 On dit que O est un ouvert dans E si
Ve e O, Ir >0, B(x,r) C O.
Proposition 1.1.8 Toute boule ouverte est un ouvert.

Preuve.
Soit B(x,r) est un ensemble ouvert dans E. Soit y € B(x,r), on a d(x,y) < r, et

on pose
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Alors B(y,r") est inclus dans B(z,r), en effet pour z € B(y,r")

r—dz(x,y) < r+d2(x,y) .

d(z,z) < d(z,y) +d(y,z) <d(xz,y)+

Corollaire 1.1.9 Un ensemble ouvert A dans E est une union quelconque des boules

ouvertes.

Preuve.
A ouvert dans E donc Vo € A, Ir > 0, B(z,r) C A (par définition). Le réel
strictement positif r, = sup{r > 0, B(z,r,) C A} est bien défini pour tout x € A

et on a

A= U B(z, 7).

€A

1.1.3 Fermés

Définition 1.1.10 Un ensemble F' C E sera dit fermé dans E si son complémen-

taire est un ouvert.

Proposition 1.1.11

Fy) Toute intersection des fermés est un fermé.
Fy) Une réunion finie des fermés est un fermé.

F3) 0 et E sont des fermés.

Définition 1.1.12 Soit (E,d) un espace métrique et ) # A C E.

On appelle diametre de A la quantité suivante

diam(A) = sup{d(z,y), =,y € A}.

1.1.4 Voisinages

Soit (E,d) un espace métrique et = € E.

12



1.1. Espaces métriques

Définition 1.1.13 On appelle voisinage de x dans E, toute partie de E contenant

un ouvert contenant z. On note V(x) l’ensemble de voisinage de x
V(z)={VePF),Wer,zelUCV}.

Dans cette définition nous réduirons une caractérisation simple et utile des ouverts
d’un espace métrique (E,d).
Une partie A C E est un ouvert si seulement si elle est voisinage de chacun de ses

points c.a.d

Vx € A, 3B(x,r) C A.

1.1.5 Adhérence et intérieur
Soit (F,d) un espace métrique et A C E.
Définition 1.1.14 Un point x € A est dite intérieur a A ( dans (E,d)) s’il
Ir >0, B(z,r) C A.
L’ensemble de tout points intérieurs a A s’appelle l'intérieur de A et se note ;1
:z;€121<:>5|7’>0, B(z,r) C A.

Proposition 1.1.15 Soit (E,d) un espace métrique
1) VACE, A ouvert & A= A.

2) A est un ouvert et c’est le plus grand ouvert contenu dans A.

Définition 1.1.16 On appelle adhérence de A et on note A le sous ensemble de E
défini par

A={zx€eE, d(z,A) =0}.

Par définition, il est clair que A C A.

13



1.1. Espaces métriques

Proposition 1.1.17 On a
)z € A+=Vr>0, Blz,r)NA#.
2) A fermé <= A = A.

3) A est un fermé et c’est le plus petit fermé qui contient A.

1.1.6 Suites

Soit (z,)nen une suite d’éléments de 'espace métrique (E, d).

Définition 1.1.18 On dit que la suite (z,)nen converge vers x € E si
Ve >0,dAN. € N, Vn e N, n > N, d(z,,z) < .

On note ©,, — x (ou lim =z, = x).
n—+00

Proposition 1.1.19 (l'unicité de la limite dans un espace métrique) Si la suite

(Tn)nen converge dans un espace métrique (E,d) alors la limite est unique.

Preuve.

Si on a x1,xs dans F tel que
Ve>0,3N. €N, Vn €N, n > N., d(zn,11) < %

et

Ve>0,IN. €N, VneN, n> N, d(z,, 1) <

Do M

Alors, pour n > sup{N., N.}, on a

d(zy, ) < d(xp, 1) + d(T0, 22) < €,

14
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et donc

d(zy,mq) < e, Ve > 0.

D’ou d(z1,x9) = 0 ce qui donne x; = xs.

Proposition 1.1.20 Soit A une partie non vide d’un espace métrique (E,d) alors
on a

1) 2 € A<= I(Vy)nen C Anl_i)rfoo V, =ux.

2) A fermé si et seulement si A contient les limites de touts ses points convergent

c.a.d

V(p)nen C A, lim z, =2z =2 € A.

n—-+o0o

1.1.7 Continuité

Définition 1.1.21 Soit (E,d), (E',d) deux espaces métriques et soit a € E, on dit

que une application f: E — E' est continue au point a st

lim f(z) = f(a),

c’est a dire
Ve> 0,30 >0, Vz € E, dz,a) <d=d(f(a), f(z)) < e.

Définition 1.1.22 On dit que f : E — E' est continu sur (E,d) si elle est conti-

nue en tout point de E.

Définition 1.1.23 Une application f : E — E est dite uniformément continue

sur E si elle vérifier

Ve>0,36 >0, Ve,y € B, dz,y) <6 =d (f(z),f(y) <e.

15
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Définition 1.1.24 On dit que f : E — E' est Lipschitzienne de rapport k € R,

sur E (K- Lipschitzienne) si

Va,y € B, d(f(x), f(y) < kd(z,y).

Proposition 1.1.25 f Lipschitzienne => f uniformément continue = f continue .

1.2 Espaces métriques compacts

Soit (E,d) un espace métrique.
Définition 1.2.1 (Recouvrement) Une famille d’ensemble (U;)ier est une recouvre-

ment de E si

E:Um

iel
Définition 1.2.2 On dit qu’un espace métrique (E,d) est compact si de toute re-

couvrement ouverts on peut extraire un recouvrement fini i.e

(E = U U1> - (EL] clI, Jfini, E= UieJUi> .
iel

Proposition 1.2.3 Pour une partie C' d’un espace métrique (E,d), les deuz asser-
tions suivantes sont équivalentes

1) C' compacte.

2) Toute suite (Ty)nen d’élément de C, on peut extraire une sous suite convergente

dans C'.

Théoréme 1.2.4 Soit (E,d) un espace métrique et A € E
1) Si (A,d) un compact alors A fermé dans E.

2) Si (E,d) un compact et A fermé alors (A, d) est un compact.

16



1.3. Espaces métriques complets

1.2.1 Ensembles convexe

On dit que K C E est un ensemble convexe si

Va,y € K*, VA €[0,1], A+ (1 — \)y € K.

1.3 Espaces métriques complets

Définition 1.3.1 (Suite de Cauchy) On dit qu’une suite (z,)nen d’un espace mé-

trique (E,d) est de Cauchy si elle vérifier

Ve >0, IN. € N, Vp,q > N, d(zp, x,) < e.

Proposition 1.3.2 Dans un espace métrique (E,d) on a
1) Toute suite convergente est une suite de Cauchy.
2) Toute suite de Cauchy est bornée.

3) Toute suite de Cauchy admettant une sous suite convergente converge.

Preuve.

1) Soit (x,)nen une suite convergente vers . Alors

Ve >0, AN, € Ntel que Vn € N, n > N, d(x,,x) <

DO | ™

Vp,q > N, d(xpvxq) < d(xpax) + d(xaxq) <

Ce qui montre que la suite (z,),en est suite de Cauchy.

2) Choisissons € = 1. Il existe ny € N tel que

Vn > ng, d(z,,z,) < 1.

17



1.3. Espaces métriques complets

En particulier

Vn > ng, d(zp, Ty,) < 1.

Ce qui montre que la suite est bornée.
3) Soit (x,)nen une suite de Cauchy et soit (2.(n))nen la suite extraire qui converge
vers .

Soit € > 0, AN, € N tel que

Vn € N,n > Ne, d(xep, v) <

Y

DO ™

comme (2, )nen est de Cauchy il existe un rang N. tel que

/ ’ £
V(p.q) N, (p > ND)et (g > D), dlwy, @) < 5,
en particulier, si n > maz(N., N.), on en déduit que
19 9
d(wn, ¥) < dn, o)) + d(Tem), @) < 5+ 5 =&,

ce qui preuve la convergence de la suite (z,)nen vers .

Définition 1.3.3 (Espace complet) Un espace métrique (E,d) est dite complet si

tout suite de Cauchy (T,)nen dans E converge dans E.

Exemple 1.3.4 1) (R, |.|), (R™,dy) sont complet.
2) (Q,].]) n’est pas complet, car il existe dans Q une suite (T, )nen définit par x, =
E(2"/2-1)

== est de Cauchy, mais ne converge pas.

En effet ;on a (2"\/5— 1) <x, < V2 dot z,, — V2 dans R.
Donc (z,)nen est une suite de Cauchy. Par ailleurs, V2 ¢ Q. L’unicité de la limite

implique que (x,)nen ne converge pas dans Q.

Proposition 1.3.5 On a

1) Dans un espace métrique (E,d), toute partie compleéte est fermée.

18
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2) Dans un espace métrique (E,d), les parties fermées sont des parties complétes.

Preuve.

1) Soit F' une partie compléte d’'un espace métrique (£, d), et soit (z,)nen une suite
d’élément de F' converge dans E. Donc elle est de Cauchy dans (E,d) et donc de
Cauchy dans (F,dp).

Comme F' est compléte donc la suite (2,)nen converge dans F. Donc F' est fermeée.
2) =) Supposons que F est fermée. Soit (x,,)nen une suite de Cauchy de (F,dp)
alors (z,)nen est une suite de Cauchy de (E,d). Comme (E,d) est complet alors
(Zn)nen admet une limite dans E. Comme F est fermée cette limite appartient a F'.

<) Dans un espace métrique (E,d) toute partie compléte est fermée.

1.4 Espaces vectoriels normés

1.4.1 Normes

Définition 1.4.1 Soit E un espace vectoriel sur un coup K =R ou C. Une norme
sur E est une application N : E — R vérifier les propriétés suivante

1) N(z) =0 <=2 =0.

2) Ve € E, VA € K, N(Az) = |A|N(x).

3) V(x,y) € E?*, N(z+y) < N(z) + N(y).

Pour x € E, N(x) est Appelé norme de x. N(x) est noté ||z||.

Exemple 1.4.2 1) La valeur absolue est une norme sur R.

2) Les applications ||.||1, ||-||2 ;-5 ||-||cc sONt des normes sur £ = R".

n n
el = Jail, ol = O )z, |2l = max ;| ou z = (1,2, .., 2 € R").
i=1 i=1 =

Définition 1.4.3 On appelle espace vectoriel normé (e.v.n) le couple (E,||.||) ou E

est un espace vectoriel et ||.|| est un norme sur E.

19



1.4. Espaces vectoriels normés

Proposition 1.4.4 1) Tout espace normé est un espace métrique.

2) Tout espace vectoriel normé de dimension fini est complet.
Définition 1.4.5 On appelle espace de Banach tout espace vectoriel normé complet.

Exemple 1.4.6 o (R, |.|) est un espace de Banach.

1.4.2 Point fixe et applications contractantes
Soit (F,d) un espace métrique et f: £ — E.

Définition 1.4.7 (Point fize) On appelle point fize de f tout © € E tel que f(x)=x.

Définition 1.4.8 On dit que f : E — E est application contractante si

Jk € [0,1], Vz,y € E, d(f(z), f(y)) < kd(z,y).

20



CHAPITRE 2

QUELQUES TYPES DU POINT FIXE

Dans ce chapitre nous étudions quelques théorémes du point fixe. On commence
par le théoréme du point fixe de Banach pour les applications contractantes, le
théoréme du point fixe de Brouwer et le théoréme de Schauder suit par le théoréme
de Kannan et Chatterjea, et on termine par le théoréme de Zamfirescu.

Nous basons sur les références suivants [1, 2, 3, 5, 6, 12, 14, 15, 17, 19, 20].

2.1 Théoréme du points fixe de Banach
Voir [2, 3, 20].

Théoréme 2.1.1 (Point fize de Banach 1922) Soit (E,d) un espace métrique com-
plet et f: E — E une application contractante avec la constante de contraction k,
alors f a un unique point fire v € E. De plus nous avons la propriété suivante qui
est importante
1) Sixy = f(xo) et pourn>1, x, = f(x,_1)
alors

lim =z, = .

n—-+4o0o

21



2.1. Théoréme du points fixe de Banach

et

x étant le point fixe de f.
Preuve.
Ezistence : Soit y € E un point arbitraire dans E. Considérons la suite (T,)n>1

donnée par

Tp = f(xn—l)anz]-

o = Y.

On doit prouver que (x,) est une suite de Cauchy dans E.

Pour m <n

AT, n) < ATy Tms1) + A Tig1, Tmga) + oo+ d(@p_1, T4).
Puisque f est une contraction, on a

d(wp, tpi1) = d(f(wpr), f(2p)) < kd(wpa, ) , pour p > 1.

Par itération on a

d(Tm, ) < (K™ + k™ + L+ B Yd(zo, 1)
< K1+ k+ .o+ Y d (g, 1)
<

%d(ﬂ?o, xl).
On déduit que (x,,), est de Cauchy dans E qui est complet, donc (x,,), converge vers

z dans E.

Par ailleurs puisque f est continue, on a

© = B = i fEn) = f( i a0 = f2)

Donc x est un point fize de f (i.e f(x)=z ).
Unicité : Supposons qu’il existe deux points x,y € E tel que v # y, z=f(z) et
y=f(y). Alors on a

d(x,y) = d(f(z), f(y)),
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2.1. Théoréme du points fixe de Banach

donc
d(f(z), f(y)) -1
d(z,y) '
D’autre part on a
ﬂﬂﬂi@ﬁgkél

d(z,y)

Ce qui contradiction d’ou 'unicité existe.

Exemple 2.1.2 1) Soit E =R et lapplication f: R — R définie par

flx)= %x—i— 1.

Alors f est contractante et admet un unique point five r=2.
2) f:]0,1] — R définie par f(x) = %x + 1, ne posseéde pas de point fize (on a pas

f([0,1]) < [0,1]).

Remarque 2.1.3 1) Les hypothéses du théoreme du Banach est réellement utilisé

si nous a négligions seulement une, alors le point fixe n’existe pas.

a) E n'est pas stable pour f : f(x)=vz?+ 1 sur E = [0,1]. On a E est fermé dans

R donc complet ( car R est complet ). De plus f(x) = ﬁ < 1 ce qui implique

que sgg |f'(x)| < 1 donc f est contractante. Mais f n’admet pas de point fize car
£([0,1]) = [1,v/2] ¢ [0,1], i.e E n'est pas stable par f.

b) Si f n'est pas contractant : f(x) = Va2 + 1 sur E = [0, +-00].

Onaf:FE— E, et E estun fermé de R qui est complet donc E est complet. Mais

fn'admet pas de point fize car sup |f (z)| = 1 donc f n'est pas contractante.
el

c) E n’est pas complet : f(x) = % sur £ = }0, ﬂ

On a f(]0,%]) = }O, */Ti] c ]0,%], etsup|f'(z)] = & < 1, donc f est contractante.
zeE

Mais n’admet pas de point fixe car E n’est pas fermé dans R donc E n’est pas

complet.

2) Si f est une application Lipschitzienne ( pas nécessairement une contraction )

mais 'une de ces itérées fP est une contraction, alors f a encore un point fixe et un
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2.1. Théoréme du points fixe de Banach

seul. Ceci résulte de 'unicité.

En effet, soit x 'unique point fize de fP on a

fP(f () = f(f7 (@) = f(x),

ce qui convient dire que f(x) est aussi un point fize de fP et grace a lunicité f(z)=x.
Donc ce résultat est valable pour tous les types de contraction qui assurent l'unicité
du point fixe.

3) 1l se peut que f ne soit pas une contraction sur tout l’espace E mais juste dans le
voisinage d’un point donné. Dans ce cas on a le résultat suiwvant qui est la version

local du théoréme de Banach.

Théoréme 2.1.4 Soit (E,d) un espace métrique complet et f : B(xg,r) — E une

contraction de constante k avec

d(f(zo), o) > (1 = K)r.

Alors f admet un unique point fize dans B(xo,r).

Preuve.

On a d(f(xg),x0) > (1 — k)r donc il existe ry tel que 0 <ry <1 et
d(f(wo), x9) > (1 = k)ro.

On montre que f : B(xg,7r0) — B’ (20, 70).

Soit = € B'(x, 1) alors

IN

d(f(x), f(xo)) + d(f(z0),20)
kd(z,zo) + (1 — k)ro

d(f(l?), iL‘o)

IA

IN

k’T’O + (1 — k’)ro

To.
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2.2. Théoréme du point fixe de Brouwer

Donc I'application f : B(xg,r) — B (w0,7) est contractante avec B’ (xg,7) est
un espace complet. Par suite ’application le théoréme de Banach & f assure qu’elle
admet un unique point fixe dans B(zg, ). Comme B’ (xg,7) C B(xg,7) et f contrac-

tante sur B(xg,r) ce point fixe reste unique dans B(zo, ).

2.2 Théoréme du point fixe de Brouwer

Le théoreme du point fixe de Brouwer est un résultat de la topologie algébrique.
Il fait partie de la grande famille des théorémes du point fixe. Ce théoréme donne
I’existence d’un point fixe pour une fonction continue sur une boule fermée dans un

espace de dimension finie. (Voir [14, 15] ).

Théoréme 2.2.1 Soit C C E une partie non vide compact convexe de R™ et f :
C — C une fonction continue. Il existe alors x € E tel que f(x)=x.
Le théoreme de Brouwer prends plusieurs formes selon le contexte d’utilisation, pour

n=1 le théoréeme de Brouwer prend la forme suivante

Théoréme 2.2.2 Si f : [a,b] — [a,b] continue, alors il existe x € [a,b] tel que
f(x)=x.

Remarque 2.2.3 Dans R les partie compactes et convezes sont les segments.

Preuve.
Si f est continue sur [a,b] dans lui méme, la fonction g(z) = f(x) + = est continue
de plus

gla) = fla) —a>0et g(b) = f(b) =0 <0.
Par le théoréme de la valeur intermédiaire, il existe un point xg tel que g(xy) = o,
c’est-a~dire f(zg) = xo ( xo est le point fixe de f ).
Théoréme 2.2.4 Tout application f continue du disque fermé dans lui méme admet

au moins un point fixe.
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2.2. Théoréme du point fixe de Brouwer

Remarque 2.2.5 Dans le plan, les parties compactes et convexes sont des disques

fermés ou bien des boules fermées.

Preuve.

On va donner un squelette de la démonstration. Si C' le domaine de définition de f
d’intérieure vide. C’est un segment. Sinon, C' est semable & une boule unité fermée.
Le terme semable signifie qu’il existe un homéomorphisme ¢ de la boule unité vers
C'. L’équation définissant le point fixe peut encore s’écrire si g = f o ¢, g(x)=x.
Autrement dit, on peut supposer que C' est la boule unité fermée.

On peut de plus choisir la norme de maniére quelconque. Si on choisit celle qui
associer la valeur absolue de la plus grande coordonnée, cela revient a dire que I'on
peut choisir pour compact C, I'ensemble [—1,1] x [—1, 1], sans perte de généralité.

Si Pon définit la fonction h comme suit

h:[-1,1] x[-1,1] — [-1,1] x [-1,1]
x +— h(z)=g(x)—u=,
Cela revient & montrer que la fonction g atteint le vecteur nul sur [—1,1] x [—1,1].
Si fr, pour k =1,2 sont les deux fonctions cordonnées de f, cela revient a montrer
I'existence d’un point zq, tel que hy, ho, admettent toutes deux pour zéro de la va-
leurs zg.
La fonction h; est une fonction de [—1,1] x [—1,1] dans [—1,1]. Sur {—1} x [—1, 1].
L’altitude est positive. En revanche sur {1} x [—1,1], elle est négative. Ceci laisse
penser que la courbe de niveau 0 est une ligne qui parte d’un point [—1,1] x {1}
pour finir sur un point de [—1,1] x {—1}. Le méme raisonnement appliquée a hy
laisse penser que la courbe de niveau 0 est cette fois-ci une ligne qui part d’un point
de {—1} x [—1,1] pour terminer sur un point de {1} x [—1, 1].
Intuitivement, il semble évident que ces deux lignes de niveaux doivent nécessaire-

ment se croiser et ce point de croisement est un point fixe de f o ¢.
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2.3. Théoréme du point fixe de Schauder

Remarque 2.2.6 [l est important de voir que ['unicité n’est pas assurée par le Théo-
reme de Browder du foit que chaque point de C' est un point fixe de ’application
identité.

1l est possible de généraliser en toute dimension finie. Donc dans un espace euclidien,

on retrouve.

Théoréme 2.2.7 Toute application f continue de la boule unité fermé de R™ dans

lui-méme admet un point fixe. Ce point fize n’est pas forcement unique.

2.3 Théoréme du point fixe de Schauder

Ce théoréme prolonge le résultat du théoréeme de Brouwer pour montrer I’exis-
tence d'un point fixe pour une fonction continue sur un convexe compact dans un
espace de Banach.

Le théoréme du point fixe de Schauder est plus topologique et affirme qu’une appli-
cation continue sur un convexe compact admet un point fixe, qui n’est pas nécessai-
rement unique.

Schauder a généraliser le résultat de Brouwer en dimension infinie.

Théoréme 2.3.1 [22] Soit C' un sous ensemble non vide, compact conveze dans un
espace Banach E et supposons [ : C — C une application continue. Alors f admet

un point fixe.

Preuve.
Soit C' un sous ensemble compact convexe d’un espace de Banach F, et soit f : C' —
C une application continue. Comme C' est un compact, f est uniforme continue

donc, fixons € > 0, il existe § > 0 tel que pour tout =,y € C, on a

[z =yl <0 = [If(z) - fWll <e,
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2.3. Théoréme du point fixe de Schauder

de plus il existe {x1, 29, ..., 21} C C tel que K C | lB(xj,d).
1<5<
soit L := Vect(f(x;))1<j< alors L est de dimension_;i;i et C* := C'[ L est compact
convexe de dimension finie. Pour 1 < j </, on définit les fonctions continues
;B — R par
0 st Jlz—az4]>9

Yy =

1— M sinon
il est clair que v, est strictement positive sur B(z;,d) et nulle ailleurs. On a donc

pour tout = € C,

l
Z%’(l‘) > 0.

Ainsi, on peut définir sur C les fonctions continues positives €, paré

¥;()
k;%

gj(z) =

4

pour les quelles, on a ) ¢;(x) = 1, pour tout x € C.
j=1

Posant, pour z € C
¢
g(z) = ej(@)f(x;)
j=1

La fonction g est continue et prend ses valeurs dans C*.

Le théoréme de Brouwer assure que la restriction g/« : C* — C* posséde un
point fixe z € C*.

De plus
f2)—z = f

I
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2.3. Théoréme du point fixe de Schauder

On a si gj(z) # 0 alors ||z — @[] < 4, et par suite | f(2) — f(z;)|| < e On a donc

pour tout j

I~
™
<
—~
N
=
-
—
0
S~—
|
-
—~
8
<
=

1f(z) ==l <

<.
Il
-

I~
™
<.
—
I\
~—
™
I
™

<

<.
Il
-

Pour tout entier m, en peut trouver un point y,, € C tel que

1f(zm) = 2l <277,

et puisque C' est compact, on peut extraire une sous suite (z,,x) de la suite (2, )mez
et qui converge vers un point z* € C.
Alors f étant continue, la suite (f(znx)) converge vers f(z*), et on conclut par la

suite que f(z*) = z* i.e 2* est un point fixe de f sur C.

2.3.1 Théoréme de Kannan

Théoréme 2.3.2 (R. Kannan 1968)[12] Soient (E,d) un espace métrique complet
et f: E — E une application. Supposons qu’il existe a € [0, %[ tel que pour tous

r,y € E, ona

d(f(x), f(y)) < ald(z, f(x)) +d(y, f(y))] (2.1)

Alors f admet un point fixe unique dans E.

Preuve.

Existence Soit ¢ € E, on définit la suite {z, },en+ par

Tn = f(xp_1), n=1,2,...,
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2.3. Théoréme du point fixe de Schauder

en utilisant la condition (2.1), on obtient

d(In, xn—i—l) = d(f('rn—l)v f(In))

a[d(xn—la xn) + d(xna xn—l—l)];

IN

ce qui implique

a

d<xn7 anrl) S (1 _ a)d(xnfla xn)
Par récurrence sur n, on a
d(.’l?n, xn+1) < ( )nd('r07 xl)'
1l—a
On pose 1 = $%-. Si n, p sont deux entiers naturels, alors
d(xm xn—l—p) < d(xm xn-&-l) + d<xn+17 xn+2) +-- 4+ d(xn—i-p—lu xn—&-p)
< (Pt g P (2, )
< %d(xo, x1).

Comme a € 0,4 on a r € [0,1] et donc d(xy,, Ty4p) — 0 lorsque n — +o0. La
suite (2, )nen est alors de Cauchy. Comme E est complet, il existe u € E tel que

lim x, = u. u est un point fixe de F car
n—-+o0o

d(u, f(u)) < d(u,zn) + d(zy, f(u))
< d(“? l’n) + a[d(xn, xn—l) + d(u7 f(u))]v
et donc

1
d(u, f (1)) < T—d(,2) + ——d(zp1,7,).

Soit € > 0 un réel arbitraire, comme (x,),>0 converge vers u, il existe un entier

naturel N = N(e) tel que

1—a
1+a

n>N2>1=duuz,) <e

et
1—a
1+a

d(xn—la xn) S €
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2.4. Théoréeme du point fixe de Chatterjea

Il en résulte que

3 ea

d(uaf(u))g 1+(I+1—|—CL:€

Comme ¢ est arbitraire, on déduit que f(u) = u.

Unicité Soit v est un autre point fixe de f, alors
d(v,u) < ald(u, f(u)) +d(v, f(v))]

et donc u = v, ce qui achéve la preuve.

Exemple 2.3.3 Soit E =R et f: E — FE une application définie par :

st x> 2.

Alors :

1. f n’est pas continue,

2. f satisfait la condition (1) avec a = % et par conséquent, d’apres le théoreme de

Kannan, f admet un point fize unique u =0 dans E.

2.4 Théoréme du point fixe de Chatterjea

En 1971 Chatterjea a obtenu la variante du théoréme de point fixe de Kannan

suivant

Théoréme 2.4.1 [6] Soit (E,d) un espace métrique complet et f : E — E une

application. Supposons qu’il existe \ € [0, %[ tel que pour tous x,y € E on a

d(f(x), f(y)) < ald(z, f(y)) + d(y, f(2))] (2.2)
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2.4. Théoréeme du point fixe de Chatterjea

Alors f admet un point fize unique dans E.

Preuve.

Existence soit Soit xy arbitraire, on définit la suite (z,),en+ par

n = f(xn_1) = fM(x0), n=1,2,...,

en utilisant la condition (2.2), on obtient

d(ajn? xn+l) = d(f(xnfl)a f('xn)
a[d(zn-1, f(zn)) + d(zn, f(zn-1))]

= a/[d(mn—la xn-i—l) + d(xm l’n)]

IA

IN

a[d<xn71a xn) + d(ajn; $n+1)]-
Ce qui implique

a
(0, 1) < (7—)"d(20,21)

On pose r = ;%= Si n, p sont deux entiers naturels, alors

AT, Tryp) < (T, Tpgr) + d(@Tpg1s Togz) + oo+ d(Togp1, Tnap)
< (4t 4 P d (g, 1)
S 1T_:L74d<x0a 1‘1)‘

Comme A € [0, % [, on ar € [0,1] et donc d(zy,, Tnip) —> 0 lorsque n — oo.
La suite (z,)nen est alors de Cauchy. Comme FE est complet, il existe u € E. u est

un point fixe de E car
d(u, f(u)) < d(u,zn) + d(zn, f(u))
< d(u, ZBn) + a[d(mn—la xn) + d(u7 f(u))]

et donc

d(u, f(u)) < Ladm,xn) + %d(:cn,l,xn).
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Soit € > 0 un réel arbitraire, comme (x,),en converge vers u, il existe un entier

naturel N = N(e) tel que

1—a 1—a
>N >1 d(u, z,) < td(zy_1,u) < .
n>N>1= (u,x)_51+ae (Tp—1,u) ‘1t a
Il en résultat que
€ ea
d <
(1, (W) € o

Comme ¢ est arbitraire, on déduit que f(u) = u.
Unicité Supposons que v est un autre point fixe de f. En suite, nous avoir f(v) =wv

et
d(u,v) = d(f(u), f(v))

On obtient donc

Donc u = v, d’ot 'unicité.

2.5 Théoréme de Zamfirescu

Dans un espace métrique, il se peut qu’il ya des points de cet espace qui vérifient
la condition du théoréme de Banach , autres points celle de Kannan et autres points
la condition de Chatterjea. En 1972, Zamfirescu montre dans ce cas que I'application

admet un point fixe unique.

Théoréme 2.5.1 (T. Zamfirescu 1972 )[21] Soient (E,d) un espace métrique com-
plet et f: E — E une application. On suppose qu’il existe des nombres réels a, [3
et v satisfont 0 < a <1, 0< G < % et 0 < v < % tels que, pour tous x, y € F, au

moins ['une des conditions suivantes est vérifiée
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2.5. Théoréme de Zamfirescu

(Z1) d(f(x), f(y))< o d(z, y),
(Z2) d(f(x), f(y))< B [d(z, f(x)) + d(y, f(y))],
(Zs) d(f(x), f(y))< v [d(x, f(y)) + d(y, f(z))].

Alors f admet un point fize unique dans E.

Preuve.

On fixe d’abord z,y € E. Si la condition (Z,) est satisfaite, alors on a

d(f(x), f(y))

IN

Bld(x, f(x)) +d(y, f(y))]

< B, f(@)) + [dly,2) + d(. (@) + (@), ).
Ainsi

(1 = B)d(f(x), £()) < 20d(z, £(2) + Bz, ),
donc

U@ F6) < 12l S + 1 d(z)

Si la condition (Z3) est vérifiée, alors similairement, on obtient

2 e, f(@)) + ——d(x,y).

dif (@) fo) = 7 1—v

On note par

0 = max ai T
71_/671_7 )

donc on a 0 < ¢ < 1, il s’en suit que pour tous z,y € E, I'inégalité suivante

d(f(x), [(y)) < 20d(z, f(x)) + dd(z,y)

est vérifiée. D'une fagon similaire, on a

d(f(x), f(y)) < 20d(z, f(y)) + 0d(z,y)

pour tous z,y € F.

On va prouver que f admet un point fixe unique. Soit o € E un élément arbitraire
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2.5. Théoréme de Zamfirescu

et (Tn)n>o0 tel que z, = f"(z9). Si © = x, et y = x,_1, alors la derniére inégalité
donne

d(xn+17 xn) S 6d(xn7 xn—l)-
De cela on déduit que (z,),en est une suite de Cauchy, donc elle admet une limite

u € E puisque E est complet. En particulier, on a

nl_l}l&() d(xp, xpe1) = 0.

Par I'inégalité triangulaire, on a

d(u, f(w)) < d(u, Tpsr) + d(f(zn), f(u))
< d(u, Tpi1) + 0d(u, ) + 20d(xy, (1))

En faisant tendre n — +00, on obtient

d(u, f(u)) = 0 u= f(u).

Ce qui montre que u est un point fixe pour f. L’unicité est triviale.
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CHAPITRE 3

APPLICATIONS

Dans ce chapitre nous présentons quelques applications. Nous basons sur [9, 10]

3.1 Equation intégrale de Fredholm

Soit K : [0,1] x [0,1] — R une application continue pour laquelle il existe ¢ € R
vérifiant 0 < ¢ < 1, tel que |K(z,t)] < ¢, Yz, t € [0,1], et soit ¢ : [0,1] — R
continue.

On aimeraient trouver une fonction f : [0,1] — R continue satisfaisant 1’équation

intégrale de Fredholm suivant

Cela se rameéne facilement a la recherche d’un point fixe on définissant ’application

F par
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3.2. Théoréme de Cauchy-Lipschitz local

On vérifiant facilement que 1. F' est bien définie. En effet, ¢ est continue et I'intégrale
du produit de deux fonctions continues est continue.
2. F est contractante, de constante de contraction ¢, si on munit C'([0,1],R) de la

norme de la convergence uniforme||.||. En effet, soit f, g € C([0,1],R)

(Ff) (@) = (Fg)(x)] = IoflK(x,t)(f(t)—g(t))dtl

< j\K(x DI — o)t
< qofl| (1))]di
< QHf_gHoo,

donc

sup [(Ff)(z) = (Fg)(@)| < qllf = glloe-

z€[0,1]

C’est a dire
I1Ff = Fgllos < qllf — glloc-

D’ou F est contractante.
Puisque C([0, 1]) muni de la norme ||.||» est complet, on peut appliquer le théoréme
2.1.1 ce qui implique que I’équation intégrale ci-dessus posséde une unique solution
et nous fournit une méthode pour approcher cette solution.
On peut par exemple itérer F' sur la fonction nulle. En particulier, dans le cas ou

¢ = 0 'unique solution est f = 0.

3.2 Théoréme de Cauchy-Lipschitz local

Définition 3.2.1 (Cylindre de sécurité) Soit I un ouvert de R x R™*. f: 1 — R"
une fonction continue et h,r>0.

On consideére Uéquation différentielle ' (t) = f(t,x(t)) ou (t,x) € I et (ty,x0) un
point de I.

On dit que C = [xg — h,xo+ h] x B(xo,7) est un cylindre de sécurité pour l’équation
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3.2. Théoréme de Cauchy-Lipschitz local

différentielle si toute fonction x : I — R™ vérifiant x(ty) = xo avec I C [xy —

h,xo + h] reste continue dans B’ (g, 7).

Définition 3.2.2 Soit I un ouvert de R x R". f € C°(I,R,,) est dite localement
lipschitzienne par rapport a le deuziéme variable lorsque pour tout (tg,xo) € I il

eziste un voisinage U C I de (to, xo) et k > 0 tel que

Y(t,0), (') € U ||t a) — F(t,2)]] < Kl — o]
Théoréme 3.2.3 [10] Soit (tg, x¢) € I. On considére le probléme

2'(t) = f(ta(t)
z(ty) = xo.
Alors il existe h > 0 et 2 € C'(Uy, R™) tels que I'(z) € I et x solution du probléme

sur lintervalle Uy, := [tg — h, to + h.

Preuve.
Dire que (U',z) est une solution du probléme équivaut a vérifier z(t) = o +
ft ))du sur U'. On peut donc voir z comme le point fixe d’un certain opéra-

teur non linéaire, qu’on va maintenant chercher a définir sur un espace adapté. On
pose B, = B'(xg,7), et 'espace métrique complet F' = (C°(Uy, B,), ||-||s). On fixe
en outre h,r > 0 tels que U, x B, C K un cylindre de I ou f est k-lipschitzienne
sur la seconde variable. Ce cylindre étant inclus dans I le domaine de définition de

f, on peut définir 'opérateur suivant :

o P CH(Up, R™)
T — [t — —i—fti flu,z(u))du| .
Par continuité sur un compact, on considére M = ||f||L(Uy X B,) < oco. Soient

alors x € F et t € Uy. On a la majoration

|| ®(2)(t) = ol

[ fi £ (s 2 ()|
| fto |1 (u, (w)) [ dul
S ‘t - t0|M7

IN
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3.3. Equation intégrale de Voltera

donc quitte a remplacer h par min(h, ;) on a ®(x) € F. ® est un opérateur sur

I’espace métrique F', et on a la majoration

12(2)(8) = 2(y)(D)]] = | /t (1S (u, () = f (u, y(w))|dul < hE||2z = yl|o.

k

Quitte a remplacer h par min (h, 5), on obtient bien un opérateur contractant. Par

le théoréme du point fixe de Banach, ® admet un unique point fixe sur Uy, ; il existe

une unique solution au probléme sur U, donnée par ce point fixe.

Corollaire 3.2.4 (Version globale) Supposons de plus que I = Iy x R™ et que f est

localement en temps globalement lipschitzienne sur sa seconde variable

VJ C Iy, Ik > 0, Vt € J, f; est k — lipschitzienne.

Alors il existe une unique solution au probléme précédent, définie globalement sur

Iy. C’est en particulier le cas des équations différentielles linéaires, ou [t — f;] €

CO<[07 L(Rn>)

3.3 Equation intégrale de Voltera

On se donne les fonctions K : [0,1] x [0,1] — R et ¢ : [0;1] — R continues. On

cherche une fonction f : [0, 1] — R qui vérifie
fo) = ola) + [ K501 (31)
0
c’est a dire qu’on cherche un point fixe de 'opérateur intégral définie par
9 (Fg)a) = o) + [ K(a.glo)dr
0
Nous allons montrer par récurrence sur n que, Vo € [0,1] :

F(0)(x) — F(0:) (@) < = M lg1 — ool
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3.3. Equation intégrale de Voltera

ot M =sup{K(z,t);z,t €[0,1]}. Por n =1, on a

W@M@—F@M@!:}@ﬂ%Wm@—mwwt
< @wamm@—@uMﬁ
< sup [K( )] [ 1(0:(t) — go(t))dt

z,t€[0,1] 0

MZWMﬂ—m@Wﬁ

IN

x
< Mgy — golloo [ dt
0
< zMllgi — g2l o-
Supposons-la vraie pour n et montrons quelle est vraie pour n + 1

[F (g0) () = F" Hg2) (@) = [F(F™(g1))(x) — F(F"(g2)) ()]

—IjK@ﬁUm@»@ﬁ—jK@ﬁ@Wm»@ﬁ

< {!K(w,t)! [(F" (1)) — (F"(g2))]
< [ sup [K(z,t)] [(F™(g1)) — (F"(g2))|dt
0 z,t€[0,1]
< MEM g1 — gl
) xn—o—l
= MLM"g — gol|os
nl 191 — g2l 1
— xn+1 M?"H-l“ ||

On en déduit que

mn mn :Bn n
I(E™ (90))(2) = (£ (g2)) (@)l < — M (|91 = g2] -
Et comme lim — = 0 c’est a dire Ve > 0,dN € N telle que Vn > N, — <& si
n—oo MN! n:
N

on choisit € = g avec 0 < ¢ < 1 donc il existe N tel que si N < q alors F'V sera
contractante, de constante de contraction ¢. On peut donc affirmer que ’équation

intégrale (3.1) admet une unique solution, que I’on peut obtenir par itération de F'.
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