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Résumé

Dans ce mémoire, on s’est intéressé a la théorie des familles
cosinus. Il s’agit de définir les familles cosinus et leurs propriétés,
de les comparer aux semi-groupes et d’indiquer leur domaine
d’application.

Mots clé : semi- groupes, générateur infinitesimal , cosinus.

Abstract

This thesis deals with cosine families theory . It serves to
define cosine families and their properties , comparing them to
semi-groups though and indicate their domain of application.

keywords: semi-groups, infinitesimal generator ,cosine..
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INTRODUCTION GENERAL

C’est en 1821 que Cauchy a demontré que les seules solutions continues C : R — R
de I’équation fonctionnelle de d’Alembert

C(t+s)+C(t—s)=2C(1t)C(s) , s teR (1)

C0) =1

ont la forme C(t) = cosat, C(t) = coshat (avec a € R) ou C(t) = I selon que C est borné-non
constant, non borné ou constant sur IR. Le probléme : prouver des théorémes de représen-
tation au théorémes des semi-groupes, discuter des équations fonctionnelles relatives (en
particulier celles définissant la paire de fonctions sinus et cosinus), étudier la relation entre
les solutions de (1) et de I’équation fonctionnelle de ’exponentielle de Cauchy, ont depuis
lors constitué une partie importante de la théorie des équations fonctionnelles a valeur sca-
laire, comme on peut le voir par exemple dans I'excellente monographie d’Aczel [7].

Cependant des semi-groupes, la théorie des fonctions cosinus a valeur opératorielle n’a
attiré que peu d’attention. Ceci est d’ailleurs plus surprenant vue que la théorie des semi-
groupes d’opérateurs a été étudiée de trés prés par de nombreux auteurs au cours des trente
derniéres années a la suite des travaux pionniers de Hille-Yoshida et Phillips. Une quantité
extraordinaire d’informations détaillées concernant ces systémes d’opérateurs a été donné ce
qui a conduit (entre autres applications) a une théorie structurelle des équations d’évolution.

L’une des raisons pour lesquelles les fonctions cosinus (qui peuvent étre appliquées di-
rectement aux problémes linéaires du second ordre) ont été négligées etait le fait que dans
de nombreux cas, les équations différentielles du second ordre peuvent étre réduites a des
problémes du premier ordre. Ce qui rend la théorie des semi-groupes applicable.

Bient plus tard, on montra q’il existe une autre approche pour le probléeme abstrait du
second ordre, basée sur la résolution d’équations ordinaires du second ordre, qui implique des
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fonctions cosinus et sinus. Cette approche fait appel & deux familles d’opérateurs linéaires
bornés : les familles cosinus et sinus, dont les propriétés ressemblent beaucoup aux proprié-
tés des fonctions cosinus et sinus des nombres réels. Les premiers résultats de ce travail sont
apparus a la fin des années 1960, avec les preuvres de Da Prato [10], Giusti [6] et Fattorini
[3] [9].

Ainsi, on montrera dans la suite que chaque équation différentielle abstraite du second
ordre de la forme u”(t) = Au(t), t € R qui est bien posée dans un certain sens donne lieu a
une famille de cosinus fortement continue d’opérateurs linéaires bornés de générateur infini-
tésimal A, et inversement, toute famille de cosinus fortement continue d’opérateurs linéaires
bornés de générateur infinitésimal A peut étre associée a I’équation différentielle du second
ordre bien posée u”(t) = Au(t), t € R.

Ce mémoire se divise en quatre chapitres essentiels :

Le premier chapitre sera consacré aux plus importants concepts en rapport avec
la théorie des semi-groupes qui sont les semi-groupes uniformément continus et fortement
continus. On a utilisé des définitions, des propositions, théorémes dont les plus importants
dans ce présent chapitre sont théoréme de Hille-Yoshida et théoréme de Lumer-phillips.
Aussi la caractérisation du générateur infinitésimal et le probléme de cauchy abstrait.

Le deuxiéme chapitre portera sur la théorie des familles de cosinus ot on a abordé les
fonctions des opérateurs cosinus et sinus et leurs générateurs infinitésimaux ainsi que leurs
propriétés principales. On a présenté aussi, les fonctions de 'opérateur Cy-cosinus unifor-
mement continu.

Le troisiéme chapitre consiste & une comparaison entre les semi-groupes et les
familles cosinus.

Le dernier chapitre est une application des familles de cosinus aux équations diffé-
rentielles abstraites non linéaires du second ordre.



CHAPITRE 1

THEORIE DES SEMI-GROUPES

1.1 Introduction

Les résultats fondamentaux pour les semi-groupes de classe Cy dans les espaces de
Banach ont été obtenus par Hille-Yosida et Lumer-phillips qui ont crée la théorie des Cy
semi-groupes et de leurs générateurs.

1.2 semi-groupes uniformément continus et semi-groupes
fortement continus

Soit X un espace de Banach. On désigne par .Z(X) 'espace de tous les opérateurs linéaires
bornés sur X et par Ix 'opérateur d’identité sur X.

1.2.1 semi-groupes uniformément continus

Définition 1.2.1 /3/

Une famille a un paramétre T(t), 0 < t < +oo, d’opérateurs linéaires bornés de X dans
X est un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés sur X si :
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(1) T(0) =1 (I est l'opérateur identité de X).

i) T(t+s) = T(t)T(s) pour tout t,s >0 (équation de cauchy , également appelée équation
exponentielle).

le semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés T(t) est uniformément continu si :

lim||T(k) - I|}= 0 (1.1)

h—0

Définition 1.2.2 /3]

L’opérateurs linéaire A défini par :

D(A) = {x € X : lim L¥ =% existe} (1.2)
=50 h
et
_ +
Ax = lim 20X =X _4TO by, (1.3)
50 h dt 0

est appelé le générateur infinitésimal du semi-groupe T(t), D(A) est le domaine de A.

Remarque 1.2.1 /3/
De la définition 1.2.1 d’un semi-groupe uniformément continu d’opérateurs linéaires bornés

()
on peut déduire que :

Hm IT(s) = T(®)ll =0

Théoréme 1.2.1 [3/
Un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe uniformément
continu si et seulement si A est un opérateur linéaire borné.

Preuve 1.2.1 /3]

Soit A un opérateur linéaire borné sur X et soit

Tt = €4 = i(m)" (1.4)

|
=0 n:
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le second membre de (1.4) qui est une série normalement convergente pour tout t > 0, et
définit un opérateur linéaire borné T(t). Il est clair que

TO)=1 et T({t+s)=TEHT(s), Vts=>0
En estimant la série (1.4) on aura :

IT() = I|| < t]|A]JeM

-A

H T(t) -1 < HA|RMI

t

ce qui prouve que T(t) est un semi-groupe uniformément continu d’opérateurs linéaires bor-
nés sur X et que A est son générateur infinitésimal.

Soit T(t) un semi-groupe uniformément continu d’opérateurs linéaires bornés dans X.
Pour p > 0 fixé assez petit tel que

“1 _p! fp T(s)ds” <1
0

ce qui implique que p~! fop T(s)ds est inversible et de la j(;p T(s)ds sera aussi inversible alors
on aura :

1 P ~ P P
AUOR fo Te)ds) = I fo T(s + h)ds — fo T(s)ds)
+h Y]
_ %( f " rs)ds - j; T(s)ds)
P

T(h})l -1 _ (% fp o T(S)ds_% fo h T(S)ds)( fo ' T(s)ds)_l (1.5)

1
par passage a la limite quand h — 0 (1.5) on montre que E(T(h) — 1) converge en norme et

d’ot

-1
donc fortement vers l'opérateurs linéaire borné (T(p) — I)( fop T(S)ds) :

Remarque 1.2.2 [3/

De la définition 1.2.2 il est clair qu’un semi-groupe T(t) a un unique générateur infinitési-
mal. Si T(t) est uniformément continu alors son générateur infinitésimal est un opérateurs
linéaire borné. Comme nous [’avons démontré précédemment on sait que toul opérateur
linéaire borné est un générateur infinitésimal d’un semi-groupe uniformément continu la
question qui se pose est : Ce semi-groupe est-il unique ? ¢ la réponse est affirmative comme
on peut le voir dans ce qui suit :
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Théoréme 1.2.2 [3/
Soient T(t) et S(t) deuzx semi-groupes uniformément continus d’opérateurs linéaires bornés
St :

im =Ly S0 (1.6)
MEN MEN

Alors T(t) = S(t) pour t > 0.

Preuve 1.2.2 /[3/
On va montrer que pour T >0 donné

T(t)=S(t) pour 0<t<T

Soit T > 0 fixé. Alors puisque les applications t — ||[T(¢)|| et t — ||S(t)|| sont continues
il existe une constante C > 0 telle que

ITOINISEN<C pour 0<t,s<T

Alors pour € >0 et d’aprés (1.6) il existe 6 > 0 telle que :

%HT(h) — S(h)|| < Tic pour 0<h<§ (1.7)

t
Soit 0 <t <T et choisissons n > 1 telle que - < 0, donc de la propriété du semi-groupe
et de (1.7) on a :

HT(t) - S(t)H = T(%t) - S(%)H
B k;: T((n _ k)%)s(g) - T((n —k- 1)%)5(@ J;l)t) H
n—1
< Bl G-l
< e

puisque € > 0 est arbitraire alors

T(t)=S() pour 0<t<T

Corollaire 1.2.1 /3/
Soit T(t) un semi-groupes uniformément continu d’opérateurs linéaires bornés. Alors :
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(@) 11 existe une constante w > 0 telle que :
IT(H)II < e
(b) Il existe un unique opérateur linéaire borné A telle que :
T(H = €4

(c) L'opérateur A dans (b) n'est autre que le générateur infinitésimal de T(t).

(d) t — T(t) est différentiable en norme et

dT(t

a1(t) ATt = T@HA
dt

On peut trouver la preuve dans [3]

1.2.2 semi-groupes fortement continus d’opérateurs linéaires bornés
Dans toute la suite X désigne un espace de Banach

Définition 1.2.3 /3/
Un semi-groupe T(t), 0 < t < 400, d’opérateurs linéaires bornés sur X est dit semi-groupe

fortement continu si :
IimT({#)x = x , VxeX (1.8)

t—0

un semi-groupe fortement continu d’opérateurs linéaires bornés sur X est appelé un semi-
groupe de classe Cy ou simplement un Cy semi-groupe.

Théoréme 1.2.3 /[3/
Soit T(t) un Cy semi-groupe, alors il existe des constantes w >0 et M > 1 telle que :

ITOI < Me* , pour 0<t<+oo (1.9)

Preuve 1.2.3 [3/

On va montrer d’abord qu’il existe 1> 0 telle que :

IT(t)|| est borné pour 0 <t < 1 et Supposons que ceci n’est pas vrai donc il existerait une
suite {tn} telle que :

tp >0, iMooty = 0 et [|T(E)I = 7.
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Alors d’aprés le principe de la borne uniforme, il d’ensuit que pour un certain x € X,
IT(t,)x|l est non borné ce qui est contraire a (1.8). Donc [T(t)|| < M pour 0 <t < 1 et
puisque |ITQO)]| = 1 donc M > 1. Soit @ = n7 logM > 0 pour t > 0 on at = nn+96 ou
0 <06 <1 et de la propriété du semi-groupe on a :

ITHIl = ITOTH" < M™* < MMY"T = Me”

Corollaire 1.2.2 [3/
Soit T(t) est un Cy semi-groupe alors pour tout x € X, t = T(t)x est une fonction continue
de Ry dans X.

Preuve 1.2.4 [3/
Soient t,h > 0 la continuité de t — T(t)x se déduit de :

IT(t +x = THxll < (ITOINT()x — x|
Me“'IT(h)x — x|

A

IA

pourt>h>0

1T (¢ = h)x = T()x]|

A

IT(t = mlllx — T(h)xl|
Me“|lx — T(h)x]|

IA

Théoréme 1.2.4 [3/
Soit T(t) un Cy semi-groupe et soit A son générateur infinitésimal. Alors :

(@) PourxeX,
1 t+h
lim ft T(s)x ds = T()x (1.10)

(b) Pourx € X, [ T(s)xds € D(A) et

A T(s)xd. = T - 1.11
( fo (s)xds) (Hx — x (1.11)
() Pour x € D(A), T(t)x € D(A) et

%T(t)x = AT{t)x = T(t)Ax (1.12)

(d) Pour x € D(A),

T(t)x—T(s)x = fT(C)Ax ac = fAT(C)x dc (1.13)
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Preuve 1.2.5 [3/

(a) se déduit directement du Corollaire précédent (ie : de la continuité de la fonction t —

T(t)x).
Prouvons (b) soit x € X et h >0, alors :

T(h;_l ‘fo T(s)xds

% f t (T(s + h)x — T(s)x)ds
0

1 t+h 1 h
= — T(s)xds - = f T(s)xds
i) i)

et puisque le second membre tend vers T(£)x —x quand h — 0 ce qui prouve (b).
Pour démontrer (c) on prend x € D(A) et h > 0. Alors :

T(h})Z -1 )x

T(h) -1 )
=T = T(t)(

T(t)Ax quand h— 0 (1.14)
alors T(t)x € D(A) et AT(t)x = T(t)Ax et (1.14) implique aussi que

d+

ET(t)x = AT(x = T()Ax

ie : que la dérivée a droite de T(t)x est T(t)Ax. Pour démontrer (1.12) il ne reste qu’a
prouver que la dérivée a gauche de T(t)x existe pour t > 0, et est égal a T(t)Ax, ce qui
découle directement de :

T(h)x — x)
h

lm (T(t)x —T(t-h)x

- —T(t)Ax) = lim T(t—h)(

—Ax)+ lim (T(t—h)Ax—T(t)Ax)

h—0+

puisque x € D(A) et ||T(t — h)|| est borné sur 0 <h <t, donc :

T(h)x —
lim T(t - h)(M - Ax) = 0
h—0* h
et puisque T(t) est un Cy semi-groupe, alors :
lim (T(t - WAx - T(hAx) = 0
dor T(tyx - T(t - h
hh%( ()x_h( - )x—T(t)Ax) = 0

ce qui termine la démonstration de (c).
(d) est une conséquence directe de (c) par une simple intégration de (1.12) de s a t.

Corollaire 1.2.3 /3/
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Si A est le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe T(t) alors :
(1) D(A) le domaine de A est dense dans X.

(ii) A est un opérateur linéaire fermé.

Preuve 1.2.6 [3/
Pour tout x € X soit

D’aprés la partie (b) du théoréme 1.2.4 on a
xp € D(A) pour h>0
et de la partie (a) du méme théoréme 1.2.4 on sait que x; —> X quand h — 0 donc

D(A) = X.
La linéarité de A est évidente elle découle directement de la définition de A donc il reste a

Xy —> X
Ax, — y

n— +oo = x€D(A) et Ax = y

montrer que A est fermé, ie :

D’aprés la partie (d) du théoréme 1.2.4 on a :

T(H)x, —x, = f T(s)Ax,ds (*)
0

puisque Ax, — y ce qui implique que T(s)Ax, — T(s)y uniformément sur tout intervalle
fermé borné et par conséquent par passage a la limite dans (*) on aura :

THx—x = j(: T(s)yds (**)

donc si on divise les deux membres de (**) par t > 0 et en passant a la limite lorsque t — 0
on voit que x € D(A) et Ax =y ce qui démontre que A est fermé.

Théoréme 1.2.5 [3/
Soient T(t) et S(t) deuzx Cy semi-groupes d’opérateurs linéaires continus et A, B leurs géné-
rateurs infinitésimaux respectifs.

Si A = B alors T(t) = S(t) pour t > 0.

Preuve 1.2.7 [3/
Soit x € D(A) = D(B). D’aprés le théoréme 1.2.4 partie (c) on peut facilement voir que la

10
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fonction s — T(t —s)S(s)x est différentiable et que

disT(t —5)S(s)x —AT(t —s)S(s)x + T(t — s)BS(s)x
—T(t —s)AS(s)x + T(t — s)BS(s)x

= 0

c’est - a - dire que la fonction s — T(t — s)S(s)x est constante et en particulier ses valeurs
pour s =0 et s =t coincident donc :

T(tH)x = S(t)x
et ceci est vrai Yx € D(A) et puisque D(A) est dense dans X et T(t), S(t) sont borné alors :
T(tHx = S(t)x Vxe X
Théoréme 1.2.6 [3/

Soit A le générateurs infinitésimal d’un Cy semi-groupe T(t). Si D(A") est le domaine de
A", alors N D(A") est dense dans X.

lemme 1.2.1 /3]
Soit A le générateurs infinitésimal d’un Cy semi-groupe T(t) telle que :

ITHI < My pour t>0

Si x € D(A?) alors :
|Ax|> < 4M|IA%x] x| (1.15)

Preuve 1.2.8 [3/
En utilisant la relation (1.13) de la partie (d) du théoréme (1.2.4) on peut facilement vérifier
que pour x € D(A?) on a :

THx—x = tAx+ f (t — 5)T(s)A%xds
0

d’ou
1 1 (" )
laxl < S{(IT@xl+ Il + 5 | €= NTEA s
0

11
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2M, Myt
< ]| + === [|A2x]|. (1.16)
t 2
ot on a utilisé My > 1 car (||T(O) = 1||>
— 8i A%x = 0 donc de (1.16) on déduit que Ax =0 et (1.15) est satisfaite.
1
— Si A% # 0 on peut prendre t = 22
lA2x||2

dans (1.16) et (1.15) s’ensuit.

Exemple 1.2.1 /3]
Soit X l’espace de Banach des fonctions uniformément continues bornées sur | — 00,00 avec
la norme supremum. Pour f € X on définit

(fONHE) = flt+9)

1l est facile de vérifier que T(t) est un Cy semi-groupe satisfaisant ”T(t)” <1 pourt > 0.

Le générateur infinitésimal de T(t) est défini sur D(A) = {f cfeX, f' existe ,f' € X} et
(Af)(s) = f'(s) pour f € D(A). Du lemme 1.2.1 on obtient l'inégalité de Landau

(suplF @) < 4(suplf"©))(suplfO)) (117)

ol les sup sont repris | — 0o, oo[. L’exemple 1.2.1 peut étre facilement modifié dans le cas ol
X =[F(=00,00),1 < p < co.

1.2.3 Théoréme de Hille-Yosida

Soit T(t) un Cp semi-groupe. D’aprés le théoréme 1.2.3 on sait qu’il existe w > 0 et
M>1
telle que :
ITHI < Me”, Yt>0 (*)

Définition 1.2.4 [3/
Si dans (*) on a @ =0 alors le Cy semi-groupe T(t) est appelé un Cy semi-groupe unifor-

mement borné et si de plus M =1 alors il est appelé un Cy semi-groupe de contractions.

dans la suite on va caractériser le générateur infinitésimal d’un C; semi-groupe
de contraction

12
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Définition 1.2.5 [3/

Si A est un opérateur linéaire dans X (pas nécessairement borné) l'ensemble résolvant p(A)
de A est ’ensemble des nombres complexes A telle que Al — A est inversible. ie : (AI — A)~!
est un opérateur linéaire borné dans X. qu’on note par :

R A) = (A=A, Ae€p(A)

qui est appelé la résolvante de A.

Théoréme 1.2.7 (Hille-yosida)/3/
Un opérateur linéaire A est le générateurs infinitésimal d’un Cy semi-groupe de contractions
T(t), t 20 si et seulement si :

(i) A est fermé et D(A) = X.

(ii) [’ensemble résolvant de A contient R* et YA >0 on a :

IR(A; Al < (1.18)

>

Preuve 1.2.9 /3/

La condition nécessaire :

Soit A le générateurs infinitésimal d’un Cy semi-groupe d’aprés le Corollire 1.2.3 A est fermé
et D(A) = X.

pour A >0 et x € X soit

RM)x = fo +me-“T(t)xdt (1.19)

puisque t < T(t)x est une fonction continue et uniformément bornée donc l'intégrale dans
(1.19) existe, comme étant une intégrale impropre de riemann, qui définit un opérateur
linéaire R(A) telle que :

+00 1
IR(A)x]| < f e M T(t)xl|  dt < Xllxll (1.20)
0
En plus, pour h > 0
T(h) -1 1 f+°° a
—RMx = 5 e (T(t + hyx = T(t)x)dt
M1 +00 oM h
= f eMT(Hx dt — — | e MT(H)xdt (1.21)
h o hJo

lorsque h 5 0 le second membre de (1.21) converge vers AR(A)x — x. Ce qui implique que

13
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pour tout x € X et A >0 on a
R(A)x e D(A) et AR(A) = AR(A) -1
1€ :
(AI-A)R(A) = 1 (1.22)

Pour x € D(A) on a aussi :

+00 + 0o
R(MDAx = f e MT(H)Axdt = f e MAT(H)xdt
0 0

_ A( f " T dt) - AR()x (1.23)
0

(0w on a utilisé le fait que AT(t)x = T(t)Ax et que A est fermé) donc de (1.22) et (1.23) on
peut déduire que
RA)AI-Ax = x , VxeD(A) (1.24)

Donc R(A) est linverse de Al — A, qui existe pour tout A > 0 et satisfait a (1.18)
Pour démontrer que les conditions (i) et (ii) sont suffisantes pour que A soit le générateur
infinitésimal d’un Cy semi-groupe de contractions on a besoin de qulques résultats.

lemme 1.2.2 [3/
Soit A un opérateur qui satisfait les conditions (1) et (ii) du théoréme 1.2.7 et soit

R(A;A) = (AI-A)7!
Alors
Alim AR(M;Ax = x , VYxeX (1.25)
—+400
Preuve 1.2.10 /3/
Supposons que x € D(A) alors
IARA; A)x =xll = AR A)xll - = [IR(A; A)Ax|

IN

1
X||Ax|| —0 , A— +o0

et puisque D(A) = X et que ||AR(A; A)|| < 1
donc AR(A;A)x —  x lorsque A — 400, Vx € X.

14
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Définissons maintenant, pour tout A > 0, l'approzimation Yosida de A par :
Ay = ARWMNA) = AR(MA) - AT (1.26)

(régularisée Yosida) Ay est une approzimation de A dans le sens qui suit :

lemme 1.2.3 /3]
Soit A un opérateur qui satisfait aux conditions (i) et (ii) du théoréme 1.2.7.
Si A, est Uapprozimation Yosida de A, alors :

lim A, x = Ax , VxeD(A) (1.27)

A—+00

Preuve 1.2.11 /3/
Pour x € D(A) on a d’aprés le lemme 1.2.2 et la définition de A, (ie : (1.26))

lim A;x = lim AR(A;A)Ax = Ax

A—+00 A—+o00

lemme 1.2.4 /3]

Soit A un opérateur qui satisfait aux conditions (i) et (ii) du théoréme 1.2.7.

St A, est lapprozimation Yosida de A, alors A, est le générateur infinitésimal d’un semi-
groupe uniformément continu de contractions et de plus on a

led — || < H|Ax — Aux|| (1.28)

VxeX , Apu>0.

Preuve 1.2.12 /3/
De la relation (1.26) il est clair que A, est un opérateur linéaire borné donc c’est le géné-

tAA

rateur infinitésimal d’un semi-groupe uniformément continu e“** et on a aussi :

tA ” e—/\t”et/\zR(A;A)”

lle

1€ :
”etA,\” < e—t/\eMZHR(A}A)” <1 (129)

donc e est un semi-groupe de contractions.
Il est clair que d’aprés les définitions de Ay, Ay, e et et commutent entre eux et par

15
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conséquent
'd
lex — e dux]| = H f —(etSAAet(l_s)APx) ds
o ds
1
< f tle e 9u(Ayx — Aux)ll ds
0
< t”A/\x - Apx)”
Preuve 1.2.13 du Théoréme 1.2.7/3]
La réciproque :
Soit x € D(A). Alors
letx —eexl] < HlAx—AX < A — AX)|| + HIAx — Ax)|| (1.30)

Donc de (1.30) et du lemme 1.2.3 on peut déduire que pour x € D(A), e*x converge lorsque
A — 400 et que la convergence est uniforme sur tout intervalle borné. Puisque D(A)
est dense dans X et ||e|| < 1 il s’ensuit que

im My = TMHx , VYxeX (1.31)
Cette limite dans (1.31) est aussi uniforme sur tout intervalle borné. De (1.31) il est bien
clair que la limite T(t) satisfait auz propriétés du semi-groupe, (ie : que T(0) =1 et ||T(#)]| <
1), on a aussi t — T(t)x est continue pour t > 0 comme limite uniforme des fonctions
continues t < e x. Donc T(t) est un Cy semi-groupe de contractions.
Pour terminer la démostration il reste a montrer que A est effectivement le générateur
infinitésimal de T(1).
Soit x € D(A) donc en utilisant la relation (1.31) et le théoréme 1.2.4 (b) on a :

t t
THx—x = lim (etAAx - x) = lim | eMAwds = f T(s)Axds  (1.32)
A—>+00 A—+00 0 0
la derniére égalité vient du fait que la convergence de e A,x vers T(t)Ax est uniforme sur

tout intervalle borné.

Soit B le générateur infinitésimal de T(t) et soit x € D(A). En divisant (1.32) par t > 0 et
en passant a limite lorsque t > 0 on voit que x € D(A) et que Bx = Ax donc A C B. Puisque
B est le générateur infinitésimal de T(t), alors d’aprés la condition nécessaire du théoréme
1.2.71 € p(B) et d’un autre coté d’aprés (ii) 1 € p(A) et puisque A € B donc

(I-BDB) = (I-ADA) = X

16
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Ce qui tmplique que

D(B)

I
=
|
=

|
>
I

D(A)

et alors

Corollaire 1.2.4 [3/

Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe de contractions T(t). Si A, est
lapproximation Yosida de A alors :

T(Hx = lim éx , VxeX (1.33)

A—+co

Preuve 1.2.14 /3]

Dans la démonstration du théoréme 1.2.7 nous avons montré que le second membre de (1.33)
définit un semi-groupe fortement continu S(t) telle que A est le générateur infinitésimal alors
il s’ensuit que

T(t) = S(t) (d’aprés le théoréme 1.2.5)

Corollaire 1.2.5 /3]

Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe de contractions T(t).
L’ensemble résolvant de A contient le demi-plan ouvert {A, ReA > 0}

ie - p(A) 2 {A,Re > 0}

et pour de tels A on a :

1
IRAAN < == (1.34)

Preuve 1.2.15 /3]

L’opérateur R(A)x = f0+o° e MT(H)x dt est bien défini pour A telle que ReA > 0 et dans
la. démonstration du théoréme 1.2.7 on a montré que R(A) = (AI — A)™! ce qui prouve que
p(A) 2 {A,ReA > 0}.

l’estimation 1.34 est évidente.

Remarque 1.2.3 /3/
Soit T(t) un Cy semi-groupe qui satisfait

ITHI < e (pour un @ >0)

donc si on considére S(t) = e"“'T(t), S(t) serait un Cy semi-groupe de contractions.
Si A est le générateur infinitésimal du Cy semi-groupe T(t) alors A — wl est le générateur
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infinitésimal de S(t).
D’un autre coté si A est le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe de contractions
S(t), alors A + wl est le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe telle que

IT(H)I < e

En effet T(t) = e®'S(t) ce qui nous permettra de caractériser le générateur infinitésimal d’un
Co semi-groupe satisfaisant a

ITHI < e

Corollaire 1.2.6 [3/
Un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d'un Cy semi-groupe tel que

ITHI < e

si et seulement si :
(i) A est fermé et D(A) = X.
(ii) L’ensemble résolvant p(A) de A contient la demi-droite {A :ImA =0 , A> a)} et

IR < 7—— (1.35)

1.2.4 Théoréme de Lumer-Plillips

Dans la section précédent d’aprés le théoréme de Hille-Yosida on a pu caractéser le généra-
teur infinitésimal d’un Cy semi-groupe. De méme dans cette section on va donner une autre
caractérisation pour de tels générateurs infinitésimaux.

Pour cela on a besoin de quelques préliminaires. Soit X un espace de banach et soit X* son
dual.

Définition 1.2.6 [3]
Pour tout x € X on définit I’ensemble de dualité F(x) C X* par :

Foy = {fexfxy = P = IfIPF) (1.36)
D’aprés le théoréme de Hahn-Banach on sait que

Fx) # © , VxeX
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Définition 1.2.7 [3/
Un opérateur linéaire A est dissipatif si pour tout x € D(A) il exizte f € F(x) tel que

Re(f/Ax)y < 0

Théoréme 1.2.8 [3/
Un opérateur linéaire A est dissipatif si et seulement si

IAI=A)N > Al , VxeD(A) et YA>0 (1.37)

Preuve 1.2.16 /3/
Soit A un opérateur dissipatif, A >0 et x € D(A)
Si f € F(x) et :

Re(f,Ax) <0

alors
IAx = Axllllxl]l = [Kf/Ax — Ax)|
> Re(f/Ax — Ax)
> Allx|P

ie : (1.37) est vérifiée.
Réciproquement : soit x € D(A) et supposons que

AMlxll < J[Ax—-Ax|] , VA>O0

si fy € F(Ax — Ax) et gy = f/\/llfAll
alors ||gall =1 et on a :

Allx|| < [Ax —Ax|| = {(gr/Ax—Ax)
< ARe{gr/x) — Re{gpr/Ax)
< AMlxll = Re{gr/Ax)
pour tout A > 0. Donc
Re{gp/Ax) < 0
et 1
Re{gr/xy = |lx]| - XIIAXII (1.38)
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Puisque la boule unité de X* est compacte pour la topologie faible * donc de la suite (g,) on
peut en extraire une sous suite convergente vers g* € X*, quand A —> +00 pour la topologie
faible * et ||g*|| < 1.
De la relation (1.538) il s’ensuit alors que Re{g/Ax) <0 et que Re{g./x) > ||x|l, mais on sait
que

Re{g/xy < Kg/xI< x|
1€ !

(g7xy = |l

prenons f =||x|lg on aura f € F(x) et
Re(f/Ax)y < 0

ie : que A est dissipatif.

Théoréme 1.2.9 ( lumer-plillips )[3]
Soit A un opérateur linéaire ¢ domaine D(A) dense dans X.

(@) Si A est dissipatif et qu’il existe Ay > 0 telle que R(Aol — A) = X, alors
A est le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe de contractions dans X.

(b) Si A est le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe de contractions dans X, alors
R(AI-A) =X, VA >0 et A est dissipatif.
de plus pour tout x € D(A) et tout f € F(x), Re{f/Ax) <0

Preuve 1.2.17 /3]
Soit A > 0, puisque A est dissipatif donc d’aprés le théoréme 1.2.8 on a :
Ilox —Axll = Aollxll , YAg>0 , Vxe D(A) (1.39)

puisque R(Agl — A) = X, il s’ensuit de (1.39) pour A = A que (Aol — A)™ est un opérateur
linéaire borné donc fermé. Et alors Agl—A serait fermé donc A est aussi un opérateur fermé.
SiRIAI-A)=X , VYA >0 donc

]0,+00[Cp(A) et ||IR(L;A) <

==

( d’aprés (1.39)). Donc d’aprés le théoréme de Hille-Yossida A est le générateur infinitésimal
d’un Cy semi-groupe de contractions.
Pour terminer la preuve de (a) il faut montrer que

RAI-A) = X , YA > 0
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considérons [’ensemble :
A = {1:0<A<oo et R(AI-A)=X]

Soit A € A. Donc d’aprés (1.39) A € p(A)

puisque p(A) est ouvert alors il existe un voisinage de A qui est contenu dans p(A) et donc
[intersection de ce voisinage avec la droite réelle est dans A ie : A serait ouvert.

D’autre part soit

A) < A, Ai—A
alors pour y€ X ,  d(x,) € D(A) telle que

Ay —Ax, =y (1.40)

Donc de (1.89) il s’ensuit que

1
X < — < c
(| T Iyl
pour un certain ¢ > 0. Alors
Amlltn = xull < AW — x0m) — A(xy — x)l

= An = Aullixall < clAn = Al (1.41)

donc {xn} est une suite de cauchy alors Ax € X telle que x, — x donc de (1.40) Ax, —
Ax =y et puisque A est fermé donc x € D(A) et Ax — Ax = y comme R(AI — A) = X, alors
A € A. donc A est aussi un fermé dans ]O, +00[. et puisque Ag € A par hypothése A + @

alors A = ]O, +00[ ce qui termine la démonstration de (a).

Montrons maintenant (b). Si A est le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe de
contractions T(t) sur X, alors d’aprés le théoréme de Hille- Yossida ]0,+oo[ C p(A) et donc
RAI-A)=X , VA>0

Donc si x € D(A) et f € F(x) alors

K, T < IfIIITEx
< P
et de la :
Re(f,T()x—x)y = Re(f, T(H)x)—|xIF < 0 (1.42)

en divisant (1.42) par t > 0 et en passant a la limite t >0 on aura :

Re(f/Ax)y < 0 , VfeF(x) (1.43)
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Ce qui termine la démonstration de (b).

Corollaire 1.2.7 [3/
Soit A un opérateur linéaire fermé a domaine dense. Si A et A* sont dissipatifs alors A est
le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contractions sur X.

Preuve 1.2.18 /3/

D’aprés le théoréme 1.2.9 il est suffisant de montrer que R(AI — A) = X, puisque A est
dissipatif et fermé R(I — A) est un sous-espace fermé de X. St R(I — A) # X alors il existe
f € X (d’aprés un corollaire du théoréme de Hauh-Banach) f # 0 telle que

(f/x-Ax) = 0 , VYxeD(A)

ce qui implique que f—A"f = 0. Puisque A" est aussi dissipatif donc f =0 ce qui donne une
contradiction et de la R(I—A) = X
Donnons maintenant quelques propriétés des opérateurs dissipatifs.

Théoréme 1.2.10 /3/
Soit A un opérateur dissipatif dans X.

(@) Si pour un certain Ag >0 Im(Agl — A) = X, alors
Im(AI-A)=X , VA>0

(b) Si A est un fermable alors A, la fermeture de A, est aussi dissipatif.

(¢) Si D(A) = X alors A est fermable.

Preuve 1.2.19 /3/
(a) se démontre de la méme maniére que dans la partie (a) du théoréme 1.2.9.

Pour montrer (b) soit x € D(A) , y= Ax alors il existe une suite {xn} C D(A) telle que

Xy — X et Ax, — Yy = Ax du théoréme 1.2.9 il s’ensuit que

A, = Axyll = Allxll , A>0

par passage a la limite quand n — 400 on aura :

INx—Ax|l > Allxll , YA>0 (1.44)

Puisque (1.44) est vraie pour tout x € D(Z) alors A est dissipatif d’aprés le théoréme 1.2.8.
Pour montrer (c) supposons que A n'est pas fermable. Alors on peut trouver une suite
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{xn} C D(A) x, — 0 et Ax, — y avec |lyll = 1. D’aprés le théoréme 1.2.8 on a pour tout
t>0 et xeD(A)
(e +#70) = tAQe+ )l = I+ )|

par passage a la limite quand n — +oo et t — 0 on aura :
lx—yll = llxll , VxeD(A)

Mais ceci est impossible si D(A) est dense dans X et par suite A est fermable.

Théoréme 1.2.11 /3/
Soit A un opérateur dissipatif tel que R(I—A) = X. Si X est un espace réflexif alors D(A) = X

Preuve 1.2.20 /3/

Soit f € X* telle que {(f/x)=0 , Vxe€ D(A).

On doit montrer que f = 0. Puisque R(I-A) = X il est suffisant de montrer que (f/x—Ax) =
0 , Vx e D(A) ce qui est équivalent a {f/Ax) = 0 pour tout x € D(A). Soit x € D(A)
d’aprés le théoréme 1.2.10 (a) il existe x,, € D(A) telle que x = x,, — %Axn.

Puisque Ax, = n(x, — x) € D(A) alors x, € D(A? et Ax = Ax, — 1A%,

ie : Ax, = (I - 1A)1Ax.

Du théoréme 1.2.8 on sait que

<1

(T

alors

Axl - < [lAx]]

de méme
1 1
llx, —xll < <=lAx, | < —|Ax]|
n n

ce qui prouve que X, — X. Puisque ||Ax,|| < ¢ et que X est réflexif alors il existe une sous-
suite {Axnk} qui est faiblement convergente

ie : Ax,, —y  faiblement
Puisque aussi A est fermé il s’ensuit que y = Ax
Finalement, puisque (f/z) =0 , Vz C D(A)
On a
(f/Axy) = x{f/ % —x) = 0

Par passage a la limite on aura :
(f/Axy = 0 , VYxcD(A)

ie : f =0 et donc D(A) = X.
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1.2.5 Caractérisation du générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe

Dans les précédentes sections nons avons pu caractériser le générateur infinitésimal d’un
semi-groupe de contractions, et par la méme Caractérisation nons sommes arrivés a don-
ner une Caractérisation du générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu
d’opérateurs bornés qui satisfont a ||T(t)|| < e“!. On va maintenant essayer de donner une
Caractérisation d’un générateur infinitésimal d'un Cy semi-groupe en général. En utilisant
les mémes arguments que précédemment, nous montrons que pour caractériser le généra-
teur infinitésimal d'un Cy semi-groupe uniformément bornés. Ceci est possible en équipant
I’espace de Banach X par une autre norme équivalent pour laquelle le Cy semi-groupe unifor-
mément borné sera un Cy semi-groupe de contractions pour la nouvelle norme et ensuite on
utilise la Caractérisation déja donnée pour le générateur infinitésimal d’'un Cy semi-groupe
de contractions.

lemme 1.2.5 /3]
Soit A un opérateur linéaire tel que ]0,+00[ C p(A) si:

IA"R(A; A" < M, YA>0 , Vn=1,2,.. (1.45)
Alors il existe une norme |.| sur X, équivalente a la norme originale dans X, ||.|| et qui
satisfait :
Ilxl] < x| < Mx|| , VxeX (1.46)
et
IAR(A;Axl < x| , VYxeX , VYA>O0 (1.47)
Preuve 1.2.21 /3/
Soit u>0 et
Ixll, = supllu"R(u;A) x| (1.48)
n>0

alors il est évident que

el < il < Milxll (1.49)
et
luR@w Al < 1 (1.50)
on peut aussi voir que
IARAA, < 1 , 0<A<u (1.51)
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En effet si y = R(A; A)x alors

y = RA) (x+u-21)y)

et de (1.50) on peut déduire que

1 A
v, < =lxll, + (1= =)yl
Yl g ( H)yu
donc

Myl < lixll-
De (1.49) et (1.51) il s’ensuit que

IA"R(A; A"l < JIV'R(LGAY X, < lxlly , pour 0<A<u (1.52)
prenons le sup sur n >0 au premier membre de la relation (1.52) ce qui donne
Ixlly, < lxlly pour 0<A<p.

Finalement on définit
x| = Lim |lx]], (1.53)

H—)+OO

alors (1.46) découle directement de (1.49) prenons n =1 dans (1.52) on aura :
IAR(A; A)xll - < [l

et (1.47) s’ensuit en passant a la limite quand p — +00.

Théoréme 1.2.12 /3]

Un opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe T(t), qui satisfais
IT(t)l| <M (M > 1) si et seulement si :

(1) A est fermé et D(A) est dense dans X.

(ii) l’ensemble résolvant p(A) contient ]0,+<>0[ et

IRAA)Y < MAA" pour A>0 , n=1,2,.. (1.54)

Preuve 1.2.22 /3]
Soit T(t) un Cy semi-groupe et A son générateur infinitésimal. Si la norme de X est changée

par une norme équivalent (T(t)) restera aussi un Cy semi-groupe sur X pour la nouvelle
norme. Le générateur infinitésimal A lui aussi ne changera pas il restera fermé et a domaine
dense lorsque on passe a une norme équivalente. Soit A le générateur infinitésimal du Co
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semi-groupe tele que ||T(t)|| < M.
définissons alors :
x| = sup|IT(t)x]] (1.55)

£20
Alors
x|l < |xI < M|l (1.56)

et donc |.| est une norme sur X qui est équivalente a la norme ||.||, en plus on a :

IT(t)xl = sup||T(s)T(t)xl

5>0

< supl|T(s)x|| = |« (1.57)

5>0

c’est-a-dire que T(t) est un Cy semi-groupe de contractions sur X muni de la norme |.|.
Donc d’aprés le théoréme de Hille-Yossida A est fermé et a domaine dense et des relations
(1.56) et (1.57) on aurra

RA;A) < A1, YA>0

par conséquent on aura :

IROGAM < IROGA)
< i
< 4
< My
< X

et donc les conditions (i) et (ii) sont nécessaires.

Supposons que les condition (i) et (ii) sont satisfaites. D’aprés le lemmal.2.5 il existe une
norme |.| dans X qui satisfait (1.46) et (1.47). Donc si on considére X muni de cette nouvelle
norme. A est fermé a domaine dense avec ]O,+00[ C p(A) et [IR(A;A) < % , YA >0
d’aprés le théoréme de Hille-Yossida A est le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe
de contractions sur X muni de la norme |.|.

Si on revient a la norme initiale A est aussi le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe
T(t) et

ITOAl < TOx < I < M

ie : ||IT(H)] < M.
Si T(t) est un Cy semi-groupe en générale on sait d’aprés le théoréme 1.2.3 qu’il existe M > 1
et w >0 telle que

Tl < Me”

considérons le Cy semi-groupe S(t) = e"'T(t) alors ||S(t)|| < M et A est le générateur infini-
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tésimal de T(t) si et seulement si A—wl est le générateur infinitésimal de S(t). En utilisant
ces remarques et le théoréme 1.2.12 ( précédent ) on obtient le théoréme suivant :

Théoréme 1.2.13 /3/

L’opérateur linéaire A est le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe T(t) , qui satisfais
IT ()| < Me® si et seulement si :

(1) A est fermé et D(A) est dense dans X.

(ii) L’ensemble résolvant p(A) contient ]w, +OO[ et

n

M
IR(A; A < T—o Pour A>w , n=12,.. (1.58)
Remarque 1.2.4 [3/
La condition : YA , A>w , A€ p(A) et que Uestimation (1.58) est vérifiée implique
que YA complexe qui satisfait Re(A) > w, A € p(A) et que

M n

RALA £ ———
IRAGAYI < o

pour ReA>w , n=1,2,.. (1.59)
Théoréme 1.2.14 /3]
Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe T(t) sur X. Si A, est Uapprozimation

Yossida de A. ie : Ay = AAR(A; A) alors

T(Hx = lim ex

A—>+00

1.2.6 Deux formules exponentielles

Comme nous 'avons va précédemment théoréme 1.2.14, si T(t) est un Cy semi-groupe
donc en quelque sorte il est égal & e ot A est le générateur infinitésimal de T(t) . L’égalité
a bien lieu si A est borné. Dans le cas o A est non-borné le théoréme 1.2.14 donne une
interprétation pour laquelle T(t) est considéré comme e
On va donner encore deux formules de la méme nature, ie : qui peuvent donner une inter-
prétation exponentielle au Cy semi-groupe T(t).

Théoréme 1.2.15 [3/
Soit T(t) un Cy semi-groupe sur X. Si

T(h)x —x

A(h)x p

(1.60)
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alors pour tout x € X on a :
T(t)x = lim ey (1.61)

et la limite est uniforme en t dans tout intervalle borné [0, TJ.

Preuve 1.2.23 /3]

Soit ||T(#)]] < Me®" telle que w > 0 et soit A le générateur infinitésimal de T(t).

Puisque pour tout h > 0 A(h) est borné, e*® est bien défini et encore plus puisque A(h)
commute avec T(t) alors T(t) commute avec e*®.

On a aussi :

Cxo t || T(hk
e < ety oy Ol
k=0 ’

Mexp{%(ewh —~ 1)}

IA

donc pour tout h, 0 <h <1, ona :

”etA(h) ” < Met(e“’—l)

Il est facile de vérifier que pour x € D(A), e"9AWT(s)x est différentiable en s et que

d
2 (t=s)Ah)
ds ( T(S)x)

—A()e!" M NT(s)x + AN AT (s)x

= INT)(Ax — A(h)x).

par conséquent, pour 0 <h <1 et x € D(A) on a :

" d
| S(t=s)Ah)
”\fo ds(e T(s)x)dsll

t
f e AOIT() I Ax — Adolds
0

IT(t)x — P

IA

< tMPT O Ax — A(h)x]| (1.62)

en passant & la limite quand h — 0 alors on déduit que (1.61) est vraie pour x € D(A).
Puisque |e"*®| et ||T(t)|| sont uniformément borné sur tout intervalle borné en t et puisque
D(A) est dense dans X alors (1.61) est aussi vraie pour tout x € X

Théoréme 1.2.16 ( la forme exponentielle )[3]
Soit T(t) un Cy semi-groupe. Si A est le générateur infinitésimal de T(t) alors

Thx = lim (I- %A)_nx

n—+oo
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= lim [ER(%A)] X, VxeX (1.63)

n—+oo

et la limite est uniforme en t sur tout intervalle borné.

1.2.7 Différentiabilité

Définition 1.2.8 /3]

Soit T(t) un Cy semi-groupe sur un espace de Banach X. Le semi-groupe T(t) est dit dif-
férentiable pour t > ty si pour tout x € X, t < T(t)x est différentiable s’il est différentiable
pour t > 0.

On sait que d’aprés le théoréme 1.2.4 partie (c) que si T(t) est un Cy semi-groupe et A son
générateur infinitésimal et x € D(A) alors t — T(t)x est différentiable pourt > 0. Si en plus
T(t) est différentiable alors pour tout x € X, t — T(t)x est différentiable pour t > 0. Notons
que si t — T(t)x est différentiable pour tout x € X et t > 0 alors D(A) = X et puisque A est
fermé il est nécessairement borné.

lemme 1.2.6 /3]
Soit T(t) un Cy semi-groupe qui est différentiable pour t > ty et soit A son générateur
infinitésimal alors

@ Pourt>mnty , n=12,. T({): X — DA") et T"(t) = A"T(t) est un opérateur
linéaire borné.

(b) Pourt>nty , n=1,2,.. Tt est continu pour la topologie uniforme des opéra-
teurs.

Corollaire 1.2.8 /3/
Soit T(t) un Cy semi-groupe qui est différentiable pour t >ty . Sit > (n+ 1)ty alors T(t) est
n fois différentiable pour la topologie uniforme des opérateurs.

Corollaire 1.2.9 [3/
Si T(t) est un Cy semi-groupe différentiable alors T(t) est indéfiniment différentiable pour
la topologie uniforme des opérateurs.

lemme 1.2.7 [3/
Soit T(t) un Cy semi-groupe différentiable et soit A son générateur infinitésimal alors

") = (AT(%))n - (T’(%))n . n=12,. (1.64)
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lemme 1.2.8 /3]
Soit T(t)un Cy semi-groupe et soit A son générateur infinitésimal, si T(t) est différentiable
pour t >ty et A € a(A), alors

AeM € o(T(t)A)

Théoréme 1.2.17 /3]
Soit T(t) un Cy semi-groupe et soit A son générateur infinitésimal. Si ||T(H)]| < Me®" alors
les deux assertions sutvantes sont équivalentes :

(i) Il existe tg > O telle que T(t) est différentiable pour t > ty.

(ii) 1l existe des constantes a, b et c telle que b >0 et ¢ >0
p(A) DL = {A:Reda-bloglimil} (1.65)

et
IRA; AN < cdImA| , pourdAeX , Rel < w. (1.66)

Théoréme 1.2.18 /3]

Soit T(t) un Co semi-groupe satisfaisant || T(t)|| < Me®* et soit A son générateur infinitésimal.
T(t) est différentiable si et seulement si pour tout b > 0 il existe des constantes ay réelles et
Cy positives telle que

pA) DL, = {A:Red2a,-bloglimAl (1.67)

et
IRA;A)I < CyllmAl , pourAeXL, , Red<w (1.68)

Théoréme 1.2.19 /3/
Soit A le générateur infinitésimal d’un Co semi-groupe T(t) satisfaisant |T(t)|| < Me®“t. Si
pour un certain [ = @
| |lim sup log|T|[|R(p + iT; A)l = ¢ < +oo. (1.69)
T|—>+00
alors T(t) est différentiable pour t > 3¢
Corollaire 1.2.10 /3/

Soit A le générateur infinitésimal d’un Co semi-groupe T(t) satisfaisant ||T(t)|| < Me®*. Si
pour un certain | = @

||lim sup log|T|[[R(n + iT; A)l = 0 (1.70)
T|>+00

alors T(t) est un semi-groupe différentiable.
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Théoréme 1.2.20 /3/
Soit T(t) un Cy semi-groupe satisfaisant ||T(t)|| < Me®*. S’il existe C > 0 et 6y > 0 telle que

IT(H) -1 < 2—Ctlog(%) , 0<t<d, (1.71)

PSS 3M
alors T(t) est différentiable pour t > °2

Corollaire 1.2.11 /3/
Soit T(t) un Cy semi-groupe et soit A son générateur infinitésimal. Si A est non borné alors

lti{nsupHI—T(t)H > 2 (1.72)

1.3 Probléme de cauchy abstrait

1.3.1 Probléme de cauchy homogéne :

Soit X un espace de Banach et soit A un opérateur linéaire défini de D(A) C X dans X.
Pour x € X donné le probléme de cauchy abstrait pour A avec la condition initiale x consiste
a chercher une solution u(t) pour le probléme de cauchy suivant

dt
u(0)

{% = Au(t) , t>0 1.7

X

ol on eutend par solution une fonction u(t) a valeurs dans X telle que u(t) est continue
pour t > 0, contintiment différentiable et u(t) € D(A) pour ¢t > 0 et que u(t) satisfais (1.73).
Notons que puisque u(t) € D(A) pour t > 0 et u est continue au point ¢ = 0, (1.73) ne peut
avoir de solution pour x ¢ m
D’aprés les résolutions précédent si A est le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe
T(t), le probléme de cauchy abstrait pour A admet une solution, a savoir u(t) = T(t)x pour
tout x € D(A) ( théoréme 1.2.4 ).

Il n’est pas assez difficile de voir que pour x € D(A), u(t) = T(t)x est la sule solution du
probléme (1.73).

Reéellement, 1'unicité de la solution est garantie par des conditions beaucoup plus faibles
comme nous le verrons par la suite.

Donnons d’abord un lemme qu’on utilisera par la suite.

lemme 1.3.1 /3/
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Soit u(t) une fonction a valeurs dans X continue sur [0, T]. Si

T
H f e"u(s)ds
0

alors u(t) =0 sur [0, T].

< M pour n =1,2,. (1.74)

Théoréme 1.3.1 [3)]
Soit A un opérateur linéaire a domaine dense. Si R(A; A) existe pour tout réel A > Aqy et

lim A7MogIRA; A)| - < 0 (1.75)
—+00
Alors le probléme de cauchy (1.73) admet au plus une solution pour tout x € X.

Preuve 1.3.1 /3/
Notons d’abord que u(t) est une solution de (1.73) si et seulement si e*u(t) est une solution
du probléme de cauchy

dv
i A+ahv , v0)=x

c’est-a-dire on peut toujours translater A par une constante multipliée par ['identité et sup-
poser que R(A, A) eziste pour tout réel A, A >0 et que (1.75) est satisfais.

Soit u(t) une solution de (1.73) qui satisfait u(0) = 0. On démontre que u(t) = 0.
Considérons la fonction t < R(A; A)u(t pour A > 0 puisque u(t) est solution de (1.73) alors :

d

ER(/\;A)u(t) = R(A; A)Au(t)
= AR(A; A)u(t) — u(t)
1€ ! ,
RA;Aut) = - f My (tydr (1.76)
0
Donc de (1.75) on peut facilement voir que pour a >0
lim e YR AN = 0
A—+00
donc il s’ensuit de (1.76) que
t—o
lim AMy(nydr = 0 (1.77)
A—too ]y

Alors d’aprés le lemme 1.53.1 on déduit que

u(ty = 0 pour 0<t<t-o
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et puisque t et o sont arbitraires alors
ut) = 0 pour t>0

Du théoréme précédent il s’ensuit que pour obtenir ['unicité de la solution du probléme de
cauchy (1.73) il n'est pas nécessaire de supposer que A est un générateur infinitésimal d’un
Co semi-groupe ou ce qui est équivalent a ce que pour un certainw € R,  p(A) D ]a), +oo[
et

(A —w)'RILA) < M pour A>w

ce qui est beaucoup moins suffisant pour ['unicité.

De méme pour lexistence de la solution de (1.73) il n'est pas nécessaire de supposer que
A est ausst générateur infinitésimal d’'un Cy semi-groupe. En choisissant [’ensemble D des
condition initiales, la solution de (1.73) peut exister sous des hypothéses beaucoup plus faibles
. Cependant pour obtenir ’existence et ['unicité pour tout x € D(A) comme étaut une solution
différentiable sur [O,+00[. On doit supposer que A est le générateur infinitésimal d’un C
semi-groupe. Ce qui est donné dans le théoréme suivant.

Théoréme 1.3.2 /[3/
Soit A un opérateur linéaire a domaine dense tel que p(A) # @. Le probléme de cauchy

(1.73) admet une unique solution u(t), contindment différentiable sur [0,+00[, pour toute
condition initiale x € D(A) si et seulement si A est le générateur infinitésimal d’un Cy semi-

groupe T(t).

Dans le théoréme suivant on va donner un résultat d’existence et d’unicité pour le probléme
de cauchy (1.73) ou la condition initiale x € X.

Théoréme 1.3.3 [3/
Si A est le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe différentiable alors pour tout x € X
Le probléme de cauchy (1.73) avec la condition initiale x € X admet une unique solution.

Preuve 1.3.2 [3/

L’unicité de la solution découle du théoréme 1.3.1. Si x € D(A) l'existence découle du théo-
réme 1.8.1 (précédent). Si x € X alors de la différentiabilité de T(t)x il s’ensuit que pour
tout x € X

%(T(t)x) = AT({)x pour t>0

et AT(H)x continue pour t > 0 et donc T(t)x est la solution du probléme de cauchy (1.73).
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Si A est le générateur infinitésimal d’'un Cy semi-groupe qui n’est pas différentiable.

En général si x ¢ D(A), le probléme de cauchy (1.73) n’a pas de solution. La fonction
t — T(t)x est alors une solution “ généralisée “ du probléme (1.73) qu’on appelle aussi
solution faible. Il existe différentes fagons de définir la solution * généralisée “ du probléme
(1.73), mais toutes les définitions ont un rapport direct avec T(t)x. L'une des définitions de
la solution généralisée est donnée comme suit :

Une fonction continue sur [0, +00[ est une solution généralisée de (1.73) s’il existe x,, € D(A)
tels que x, — u(0) , n — +oo et T(t)x,u(t) uniformément sur des intervalles bornés. Il
est évident que cette définition de la solution “ généralisée “ est indépendante de la suite {xn},
cette solution généralisée est unique et si u(0) € D(A) elle donne la solution du probléme
(1.73). Il est clair que pour cette définition de la solution “ généralisée “, le probléme (1.73)
admet une solution généralisée pour tout x € X et que cette solution généralisée est T(t)x.

1.3.2 Probléme de cauchy non homogéne :

Considérons le probléme de cauchy non homogéne suivant :

dt
u(0) = «x

{@ = Au()+ f(t) , >0 179

ouf:[0,T[ — X.

Dans toute la suite on suppose que A est le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe
T(t), et donc le probléme homogéne correspondant admet une unique solution pour toute
condition initiale x € D(A).

Définition 1.3.1 /3/

Une fonction u : [0, T[ — X est une solution (classique) du probléme (1.78) sur [0, T],
contindment différentiable sur 10, T[. u(t) € D(A) pour 0 <t < T et (1.78) est satisfait sur
[0, T[. Soit T(t) le Cy semi-groupe généré par A et soit u la solution de (1.78). Alors la
fonction g(s) = T(t — s)u(s), qui est a valeurs dans X, est différentiable pour 0 <s <t et

dg

s —AT(t = s)u(s) + T(t — s)u'(s)

—AT(t = s)u(s) + T(t — s)Au(s) + T(t — s)f(s)

= T(t-s)f(s) (1.79)
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Si f e Ll(O, T; X) alors T(t —s)f(s) est intégrable et si on intége (1.79) de 0 a t on aura :

u(t) = T(H)x + f T(t—s)f(s)ds (1.80)
0

Par conséquent on a :

Corollaire 1.3.1 /3/

Si f e Ll(O, T; X) alors pour tout x € X le probléme de cauchy (1.78) non homogéne au plus
une solution. S’il admet une solution elle est donnée par (1.80).

Pour tout f € Ll(O, T; X) le second membre de (1.80) est une fonction continue sur [0, T],
il est naturel de la considérer comme une solution généralisée du probléme (1.78) méme si
elle n’est pas différentiable et ne satisfais pas ’éuqtion au sens strict de la définition 1.3.1.
Alors on peut donner la définition suivante :

Définition 1.3.2 /3/
Soit A le générateur infinitésimal d’un Co semi-groupe T(t). Soit x € X et f € Ll(O, T; X)

La fonction u € C([O, T];X) donnée par

¢
u(t) = T(t)x + f T(t —s)f(s)ds 0<t<T
0
est appelée solution généralisée du probléme de cauchy (1.78) sur [0, T].

La définition de la solution généralisée du probléme non homogéne (1.78) coincide avec la
définition T(t)x , lorsque f = 0, de la solution généralisée du probléme homogéne corres-
pondant. Donc il est clair que toute solution généralisée peut ne pas étre solution méme si
f=0.

Pour f € L1<0, T; X) le probléme de cauchy non homogéne (1.78) admet, d’aprés la définition
1.3.2 une unique solution généralisée.

Dans ce qui suit on va imposer plus de conditions sur f(t) et prendre x € D(A) et on arrive
a montrer que la solution généralisée deviendra alors la solution classique du probléme non
homogéne (1.78).

Remarque 1.3.1 /3/
On peut facilement voir que la continuité de f n’est pas, en général, suffisante pour assurer
Uezistence de la solution de (1.78) pour x € D(A). En effet soit A le générateur infinitésimal
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d’un Cy semi-groupe T(t), et soit x € X telle que T(t)x ¢ D(A), Yt > 0 . Soit f(s) = T(s)x
alors f(s) est continue pour s >0, considérons le probléme de cauchy suivant

dt (1.81)

{@ = Au(t) + T(b)x
u@ =0

on peut voir facilement que le probléme (1.81) n’a pas de solution méme que u(0) = 0 € D(A).
En effet, la solution généralisée de (1.81) est

ut) = f(; T(t—s)T(s)xds = tT(t)x

mais tT(t)x ne peut étre différentiable pour t > 0 et par suite ne peut étre la solution de
(1.81).

Pour pouvoir démontrer existence de la solution du probléme de cauchy (1.78) on doit
imposer a f d’autres condition plus que la continuité.

Théoréme 1.3.4 [3/
Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe T(t). Soit f € Ll(O, T, X) une fonction

continue sur ]o, T] et soit

o(t) = fo T(t —s)f(s)ds 0<t<T (1.82)

Le probléme de cauchy non homogéne (1.78) admet une solution u sur [0, T[ pour tout
x € D(A) si l'une des deux conditions est satisfais :

(1) v(t) est continiment différentiable sur ]O,T[.
(ii) v(t) € D(A) pour 0 <t < T et Av(t) est continue sur ]0, T[

Si (1.78) admet une solution u sur [o, T[ pour un x € D(A) alors v satisfait les deuz condi-
tions (i) et (ii) en méme temps.

Preuve 1.3.3 [3/
Si le probléme de cauchy (1.78) admet une solution u pour x € D(A) alors cette solution est
donnée par (1.80) et par conséquent v(t) = u(t) — T(t)x est différentiable pour t > 0 comme
somme de deux fonctions différentiables et on a v'(t) = u'(t) — T(t)Ax qui est aussi une
fonction continue sur ]0, T[ et donc (1) est satisfaite. De méme si x € D(A), T(t)x € D(A)
pour t >0 et donc

o(t) = u(t) — T(t)x € D(A) pour t>0
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et

Av(t)

Au(t) — AT(H)x
u'(t) — f(t) = T(H)Ax

qui est une fonction continue sur ]0, T[ et donc (ii) est aussi satisfaite
D’autre part il est facile de vérifier que pour h >0

T(h) -1 h) — t+h
(1)1 o) = M—% ft T(t + I — 5)f(s)ds (1.83)

De la continuité de f il est clair que le second terme du second membre de (1.83) tend vers
f(t) lorsque h — Q.

Donc si v(t) est continiment différentiable sur ]o, T[ alors de (1.83) il s’ensuit que v(t) €
D(A) pour 0 <t <T et Av(t) = v'(t) — f(1).

Puisque v(0) = 0 alors u(t) = T(t)x + v(t) est la solution du probléme de cauchy (1.78) pour
x € D(A). Si v(t) € D(A) de la relation (1.83) on peut déduire que la dérivation o droite
D*u(t) de v satisfait la relation suivante :

D*o(t) = Av(t)+ f(t)

donc D*ou(t) serait une fonction continue alors v(t) est continiment différentiable et v'(t) =
Av(t)+ f(t) et puisque aussi v(0) = 0 alors on en déduit que u(t) = T(t)x+v(t) est la solution
du probléme de cauchy (1.78) pour x € D(A), ce qui termine la démonstration.

Corollaire 1.3.2 /3]
Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe T(t). Si f(s) est contindment diffé-

rentiable sur [0, T] alors le probléme de cauchy (1.78) admet une solution u sur [O,T[ pour

tout x € D(A).

Preuve 1.3.4 /3]
On a

o) = fOT(t—s)f(s)ds = fOT(s)f(t—s)ds (1.84)

Il est clair de (1.84) que v(t) est différentiable pour t > 0 et que sa dérivé est donnée par :

v'(h)

T()£(0) + fo T(s)f'(t — s)ds

T()£(0) + fo T(t - 5)f/(s)ds
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donc v'(t) est continue sur ]0, T[ et le résultat se déduit du théoréme précédent
ie : théoréme 1.3.4 (i)

Corollaire 1.3.3 /3]
Soit A le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe T(t). Soit f € Ll(O, T; X) une fonction

continue sur ]0, T[, si f(s) € D(A) pour 0 <s < T et Af(s) € Ll(O, T; X) alors pour tout
x € D(A) le probléme de cauchy (1.78) admet une solution sur [0, T[.

Preuve 1.3.5 /[3/
Des hypothéses on a pour s > 0
T(t—s)f(s) € D(A)

et que

AT(=8)f() = T(t—S)AfG)

est intégrable .
Donc pour v(t), définie par (1.82) , satisfait a v(t) € D(A) pourt >0 et

Aov(t) = Aft T(t—s)f(s)ds = ft T(t —s)Af(s)ds
0 0

est continue et donc le résultat du corollaire se déduit directement du théoréme 1.5.4 (ii).

Théoréme 1.3.5 [3/
Soit f € Ll(O, T; X) siu est la solution généralisée de (1.78) sur [o, T] alors pour tout T' < T,

u est limite uniforme sur [0, T’] des solutions de (1.78).

Preuve 1.3.6 [3/
Supposons que ||T(t)|| < Me“t. Soit x, € D(A) telle que x, — x et soit aussi f, € Cl([O, T],X)

telle que f, — f dans f € Ll(O, T; X) alors du corollaire 1.3.2 on peut déduire facilement
que pour tout n > 1 le probléme de cauchy

du,(t)
{ at = Auy(t) + fn(t) (1.85)
u,(0) = x,

admet une solution u,(t) sur [0, T’[ qui satisfait
¢

u,(t) = T(t)x, + f T(t —s)fu(s)ds
0
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Si u est la solution généralisée de (1.78) sur [0, T] alors
t
lun(t) —u@®lIl < Me”|lx, — xIl + f Me“ | fu(s) — f(s)lids
0

< Mol ~ 2l + fo 165) ~ Felds) (1.86)

Alors le resultat s’ensuit directement de la relation (1.86).
Donnons maintenant une autre notion de la solution du probléme de cauchy (1.78) qui est
la notion de la solution forte.

Définition 1.3.3 /3/
Une fonction u qui est presque partout différentiable sur [O, T] telle que u’ € Ll(O, T; X) est
appelée solution forte du probléme de cauchy (1.78) si u(0) =x et

wt)y = Au@®)+fEt) pp sur[o,T]

Notons que si A=0 et f € Ll(O, T; X) le probléme de cauchy (1.78) n’admet pas en général
une solution a moins que f soit continue . Cependant il admet toujours une solution forte
donnée par

u(t) = u(0)+£f(s)ds

Il est facile de voir que si u est solution forte de (1.78) et f € Ll(O, T; X) alors u sera donnée
par la relation (1.80) et donc c’est la solution généralisée et par suite c’est ['unique solution
forte du probléme de cauchy (1.78).

La question la plus naturelle qu’on doit se poser c’est pour quelle conditions la solution
généralisée sera-t-elle solution forte du probléme de cauchy (1.78). Il n’est pas difficile de
voir qu’essentiellement la démonstration du théoréme suivant ne différe pas de celle donnée
pour le théoréme 1.3.4.

Théoréme 1.3.6 /[3/
Soit le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe T(t). Soit f € Ll(O, T, X) et soit :

o(t) = fO‘tT(t—s)f(s)ds 0<t<T

Le probléme de cauchy (1.78) admet une solution forte u sur [o, T] pour tout x € D(A) si
l'une des deux conditions suivantes est satisfaite :
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(1) v(t) est différentiable presque partout sur [0, T] et v € Ll(O, T; X)
(i) v(t) € D(A) presque partout sur [0, T] et Au(t) € Ll(O, T; X)

Si Le probléme de cauchy (1.78) admet une solution forte u sur [0, T] pour un x € D(A)
alors v satisfait (i) et (ii).

Comme conséquence du théoréme 1.3.6.

Corollaire 1.3.4 [3/
Soit A générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe T(t). Si f est différentiable presque
partout sur [o, T] et f' € Ll(O, T; X) alors pour tout x € D(A) Le probléme de cauchy (1.78)

admet unique solution forte sur [0, T].

En général si f est lipschitzienne sur [o, T] n’est pas suffisant pour assurer ’existence de la
solution forte.
Cepesndant, si X est réflexif et f lipschitzirnne sur [0, T]. ie :

If(t) = fE)l < Cla—tl ¥,k € o, T]

alors on peut montrer que f est différentiable presque partout et que f’ € L! (O, T; X)

Donc du corollaire 1.3.4 on déduit :

Corollaire 1.3.5 /3]
Soit X un espace de Banach réflexif et soit A le générateur infinitésimal d’un Cy semi-groupe
T(t). Si f est lipschitzienne sur [0, T] alors pour tout x € D(A) le probléme de cauchy (1.78)

admet une unique solution u sur [0, T] donnée par

u(t) = T@E)x+ ft T(t —s)f(s)ds
0

Preuve 1.3.7 [3/
D’aprés les remarques précédentes le probléme de cauchy (1.78) admet une solution forte
et donc d’aprés le théoréme 1.3.6. v(t), donnée par la relation (1.82), est presque partout
dérivable et on a :

v'(t) T(t)f(0) +f0 T(t—s)f'(s)ds

= g()
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Il est facile de vérifier que g(t) est une fonction continue et donc le résultat se déduit direc-
tement du théoréme 1.3.4.
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CHAPITRE 2

THEORIE DES FAMILLES DE COSINUS

2.1 Introduction

I’analogie existante entre la théorie des Cy semi-groupes d’opérateurs et la théorie des

fonctions des opérateurs Cy-cosinus a un caractére distinctif. D’une part , un certain nombre
de définitions et de propriétés se répétent pratiquement a la lettre. En revanche, pour les
équations du second ordre, par le théoréme de Kisynski, 'objet principal correspondant a
une fonction d’opérateur Cyp-cosinus est un Cy groupe.
Comme deuxiéme objectif, nous allons unifier et simplifier certaines idées de la théorie
des familles cosinus fortement continues d’opérateurs linéaires dans les espaces de Banach.
Nous ajouterons également quelques résultats concernant les équations nonhomogénes, et
I’équivalence des équations du second ordre et des systémes du premier ordre.

2.2 Fonctions des opérateurs cosinus et sinus

2.2.1 Les famille cosinus et sinus

Définition 2.2.1 [4/
Une famille de cosinus fortement continue dans ’espace de Banach X est une famille a un
paramétre d’opérateurs linéaires bornés C(t), t € R, en X satisfaisant
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(i)

Ct+s)+C(t—s) = 2C(@t)C(s) (2.1)
pour tout s, t € R (équation fonctionnelle de d’Alembert , aussi appelée équation fonc-
tionnelle du cosinus).

(i)
Co)=1 (2.2)
(iii)

C(t)x est continu en t de R X pour chaque xe€X fix. (2.3)

la famille de sinus associée S(t), t € R est la famille a un paramétre d’opérateurs linéaires
bornés dans X définis par

t
Sitx = fC(s)xds , x€X , teR
0

et les linéaires

Xt = fxeX:COreM®RX) k=12

Remarque 2.2.1

Les fonction cosinus sont définies sur l’espace de Banach X et les fonctions cosinus sont
définies sur R.

Aprés les recherches, on a trouvé que dire les familles cosinus ou les fonctions cosinus signifie
la méme chose.

2.2.2 Les fonction cosinus et sinus

Définition 2.2.2 [12]
Une fonction C(\) : R — Z(X) est appelée opérateur cosinus (ou fonction opérateur cosinus)
st elle satisfait la condition C(t +s) + C(t — s) = 2C(t)C(s) pour tout t,s € R et C(0) = I.

Définition 2.2.3 [12/
Une fonction C(.) : R = Z(X) est appelée opérateur sinus ( ou fonction opérateur sinus )
si elle satisfait la condition S(t +s) + S(t —s) = 25(t)C(s) pour tout t,s € R et S(0) = 0.

Proposition 2.2.1 [12/
Soit un opérateur cosinus C(.) fortement mesurable sur R,. Alors elle est fortement continue
sur R.
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Proposition 2.2.2 [12]
Soit une fonction t — C(t)x fortement mesurable sur R,. Elle est alors localement borné.

Théoréme 2.2.1 [12]

Soit une fonction d’opérateur cosinus C(t) telle que sa restriction a un certain intervalle
J € R soit faiblement mesurable de Lebesgue, et soit l'espace X séparable et réflexif. Alors
C(.) est faiblement continue sur R.

2.2.3 Les fonctions cosinus et leurs générateurs

Théoréme 2.2.2 [5/
Si C' est une fonction cosinus d’opérateur fortement continu alors il existe des constantes
M>1 et w=>0 telles que

lct)|| < Me™ pour tout ,teR. (2.4)

Définition 2.2.4 [5]
Un opérateur linéaire A avec le domaine D(A) constitué de tous x pour lesquels il existe la

limate cy -1
DA) = {xeX;C”(O)x = tlir(l)r}ZTx existe}
“ Clh)—1
Ar = a2

est appelé un générateur infinitésimal d’une fonction cosinus C(t).

Nous commencerons plotot par définir les opérateurs résolveurs de A au lieu de A lui-
meéme.

Soit C une fonction cosinus d’opérateur fortement continue avec
||C(t)H < M.dcoshwt , teR

Puis pour A € C avec ReA > w
t - e MC(hx

est-ce-que Bochner est intégrable sur [0, o) pour chaque x € X. Nous mettons alors

R(A) = % f eMChxdt , xe X
0

Alors évidemment

R(A) € B(X)
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et
RMNC(H) = CHR(A) , ReA>w , teR

(o]
f e—RE/\t
0

Mfoo e RMeosh wt dt
0
M 1 1

( )

2 Re/\—a)+Re/\+a)

De plus, nous avons

AR

IA

()|t

IA

et plus généralement pour tout n € N U0

‘ ( f e~ MC(t) dt”
0

Mnl{ 1 . 1
< ( )+ )
2 \(ReA —w (ReA + w)r+t

dn
dAr

)\R(/\)H

Théoréme 2.2.3 [5/
1l existe un opérateur linéaire fermé déterminé de maniére unique A sur X telle que A € C

avec ReAd > w
R(A) = R(AZ,A) = (AZI — A)_1

Preuve 2.2.1 [5/

C’est suffissant de montrer que R(A) est injectif et qu’il remplit équation de resolvant
d’évent
(u? = A)RW)R(A) = R(A)—R(u) (2.5)

Ce dernier probléme peut étre réglé par un processus quelque peu fastidieux mais simple
calcul.

Soit maintenant R(A)x = 0 pour certains A € C avec ReA > w et certains x € X. Alors
R(u)R(A)x = 0 pour tout u € C avec Re(u) > w. Selon a (2.5) cela conduit a

R(uyx = 0

pour tous ces u. Utilisation du Théoréme d’unicité pour la forme scalaire de laplace appligée
a (R(u) z Ix’), x' € X' (= dual continu de X), on trouve que C(t)x = 0 pour tout t >0, dont
par définition 2.2.1. x = 0 suivre.
Mettre

A(A) = A I-RW)™
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A(A) est un operateur fermé sur X avec D(A(A)) = R(R(A)) = range de R(A). Ceci défini
A(A) indépendamment de A si seulement ReA > w.
Soit y = R(A)x , x € X. Alors

y = RMA)x = R@u)x+ (u? — A)Ru)R(A)x € R(R(w)), pour tout u € C,Re(u) > w

Donc

D(A(Y) = RRA) = RR@m) = D(A®wW)

et pour x € X on a
R(u)R(/\)[Azx —RA)x — 1x + R(u)-lx] = (A2—1)RWRA)x-Rux+RA)x = 0
et donc [’expression entre parenthéses est égale a 0 ce qui signifie

AAM)x = A(u)x

Nous pouvons donc en choisir A avec Re(A) > w et mettre

A = AW).
Théoréme 2.2.4 [5/
Avec R(A) défini comme ci-dessus
lim H/\ZR(/\)x —xH = 0 , pour chaque x€X

A—o00

Preuve 2.2.2 [5/
Soit € > 0 donné et prendre tel que

||C(t)x — x|| < &

pour tout 0 <t < 6. On a alors

A f e
0

0 00
/\e(f(; e‘“ds)”x“ + A(f(; e~ (Me™ + 1)ds)”x|| — & pour A — oo.

H/\zR(A)x - x“

IA

C(s)x — x”ds

IA

cela donne immédiatemant.

Corollaire 2.2.1 [5/
Le générateur infinitésimal A de fonction cosinus d’opérateur fortement continue C est un
opérateur linéaire a domaine dense sur X.
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Dans ce qui suit A désigne toujours le générateur infinitésimal de la fonction cosinus de
I'opérateur fortement continue C.

Théoréme 2.2.5 [5]
Pour tout t € R
C(t)D(A) < D(A)

et
CtH)Ax = AC(H)x

pour x € D(A)

Preuve 2.2.3 [5/
Si x € D(A) alors il y a un y € X tel que pour Re(A) > w

x = Ry = % fo e C(s)yds
Maintenant nous avons
C(Hx = CMHRMA)y = RMN)CE)y e DA
et ainsi
AC(Hx =  A2C(t)x — C(HR(A)'x

= A’C(H)x—C(t)y

D’autre part,

C(HAx = A2C(Hx—C(t)y
Théoréme 2.2.6 [5/
Pour x € D(A)
lim l[c(—t)x —2C(0)x + C(Hx] = 2lim l[C(t)x — x|
>0 t2 t—0 12

existe et est égal a Ax.

Preuve 2.2.4 [5/
Les rapports de différence des deux membres sont égauz, puisque C est paire. Pour x € D(A),
nous avons x = R(A)y pour certains y € X si Re(A) > w.
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Alors

2
©
=
|
=
I

C(HOR(N)y — R(A)y
% jo‘ e_ASC(t)C(s)yds—% jo‘ e C(s)yds

De cett égalité découle le résultat au moyen de l’équation fonctionnel et aprés quelques calculs
fastidieuz.

Les rapports de différence symétrique dans le théoréme 2.2.6. Ne sont pas les quotients les

plus généraux de seconde différence que 'on utilise pour la définition de la dérivée seconde
de C.

Avant de taiter ce probléme, nous prouvons :

Théoréme 2.2.7 [5]
Pour x € D(A) ette R

@ [t - u)C(u)xdu € D(A)
(ii)

C(t)x —x f (t — u)C(u)Axdu
0

Afo (t — u)C(u)xdu

Preuve 2.2.5 [5/
(i) Encore pour x € D(A) nous pouvons écrire

x = Ry
avec y € X et Re(A) € w. La fonction
u = (t—u)Cu)y

est intégrable sur [ 0, t], donc

f (t —u)C(u)ydu € X
0
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f (t — u)C(u)xdu f (t = u)C(u)R(A)ydu
0 0

f (t = u)R(A)C(u)ydu
0

¢

R(A)f(t— u)C(u)ydu € R(R(A)) = D(A).
0

(i) On met y = fot(t — u)C(u)xdu. Alors selon le théoréme 2.2.6

lim = (C(h)y — y)

o0 12 ¥y

.2
lim=(Cly -y = Clx-x
Cela nous fournit

Ct)x—x = Af(t— u)C(u)xdu
0

En se rapprochant a nouveau de A par des différences divisées et en utilisant le fait que tout
C(t) commute

Ctx—x = f (t — u)C(u)Axdu
0

Théoréme 2.2.8 [5/
Soit x € D(A) Alors

(i) t > C(t)x est deux fois différentiable sur R.

(ii) %C(t)x — 0 pourt— 0.

2

(iii) %C(t)x = C(t)Ax = AC(t)x pour chaque t € R.

Preuve 2.2.6 [5/
par le théoréme 2.2.7 nous avons

C(t)x

x+f(t—u)C(u)Axdu
0

t t
= X+ tf C(u)Axdu — tf uC(u)Axdu
0 0
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Alors

t

C'(t)x = x+fC(u)Axdu
0

cox| < HMe™

Différencier une fois de plus , nous obtenons

|Ax|| — Opourt — 0

C'"(tx = C(HAx

Remarque 2.2.2 [5/
il existe trois types de générateurs infinitésimaur associés :

D(A) = R(R(A)),Re(A) > w
A =  AI-R(A,)
DB) = |[re X‘ lim %(C(t)x ~x) |
Bx = lim %(C(t)x - X)
D) = {x € X‘t - C(t)x 2-diff sur IR}
Cx = C"(0)x

En fait | il est vrai que A =B = C.

2.2.4 Propriétés principales des fonctions d’opérateur Cy-cosinus et Cy-

sinus

Proposition 2.2.3 [12/[/]

Soit C(t), t € R une famille de cosinus fortement continue dans X. Les conditions suivantes

sont verifieés :

(@) C(t) = C(—t) pour tous t € R.

(b) S(—t) = =S(t) pour tous t € R.

(c) C(t), C(s) , S(t) et S(s) commutant pour tout t,s € R.
(d) S(t)x est continue en t sur R pour chaque x € X fixé.
(e) S(t+s)+ S(t—s)=25(t)C(s) pour tous t € R.
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(B St +s) = S(HC(s) + S(s)C(H).

() C(t+s,A) — C(t —s,A) = 2AS(t, A)S(s, A).

(h) C(2t,A) = 2C(t,A)? — I, C(t,A)*> — AS(t,A)? = L.
(i) C(t+s) — C(t —s) = 2AS(£)S(s).

(G) C2t) =2C(H> -1, C(t)> — AS(t)*> = L.

(k) il existe des constantes K> 1 et w > 0 telles que

)| < Ke™ pour tout teR

()]

pour tous t,feR

t
s -S| < K] f ol
£
(m) C((n +1)t, A) = bol + b1C(t, A) + ... + byn C™(t, A).

ol by + D1z + ... + b2 est le polynome de Chebyshev du premier type de degré n + 1.

Proposition 2.2.4 [}/
Soit C(t), t € R, une famille de cosinus fortement continue dans X avec un générateur
infinitésimal A. Alors :

D(A) est dense dans X et A est un oprateur ferm dans X (2.6)
Sixe X etr,s €R, alors

z Y fs S(u)xdu € D(A) et Az =C(s)x — C(r)x (2.7)

Sixe X etr,s €R, alors

z =4 fs fr C(u)C(v)xdudv € D(A) et Az =27"1C(s + r)x — C(s — 1)x) (2.8)
0 Jo

Si xe€X alors S(t)xe X' (2.9)
Si xeX alors S(t)x e D(A) et %C(t)x = AS(t)x (2.10)
dZ
Si xeD(A) alors C(t)x € D(A) et ﬁC(t)x = AC(t)x = S(t)Ax (2.11)
Si xeX, alors ltinOlAS(t)x =0 (2.12)
dz
Si xeX, alors S(t)x e D(A) et ﬁS(t)x = AS(t)x (2.13)
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Si xeD(A), alors S(t)x € D(A) et AS(t)x = S(t)Ax (2.14)
C(t+s)— C(t —s) = 2AS(t)S(s) pour tous s,te€R (2.15)
Proposition 2.2.5 [12]

Pour toute fonction d’opérateur Cy-cosinus C(.), il existe des constantes M > 1 et w > 0
telles que pour tout t € R, on a l’estimation

||C(t)|| < Mcosh(wt) , pour tout teR (2.16)

1
ot cosh(wt) := E(e‘”t + e~ est le cosinus hyperbolique.

Proposition 2.2.6 [12/

Soit un opérateur A qui génére une fonction d’opérateur Cy-cosinus C(t), et soit C(t) <
Mocosh(wt), t € R alors A € G(M,w?), le Cosemi-groupe e? est analytiquement continue
Jusqu’au demai-plan droit, et

1 2 —
M = — f e7C(s)ds teR (2.17)
Vit Jo ’

Proposition 2.2.7 [12]
Pour tout x € X et t,s € R, on a

@y = [ S()xdteDA) et
Ay = C(tx—C(s)x
Q) z := [ [ C)CQxdrdC € D(A) et
Az = %(C(t +5)—C(t —s))x

(iii) S(H)x € X!

Proposition 2.2.8 [12/

Si les éléments x varient sur tout X et les nombres t et s varient sur R, alors I’ensemble des
t

¢léments de la forme y = fs S(t)xdt est dense dans X.

Proposition 2.2.9 [12/
Pour tout x € X, les relations suivantes sont vérifiées :

i -1 =
s ltl_%lt S(t)x X
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et ,
s—limZt_Zf S(t)xdt = «x
t—0 0

Proposition 2.2.10 [12/
Si x € X', alors pour tout t € R,

(i) C(t)x € X1,S(t)x € D(A) et C'(t)x = AS(t)x
(i) s —lim,oAS(7)x =0 et S”(t)x = AS(t)x

Proposition 2.2.11 [12/
Pour tout t,s € R, les relations suivantes sont vérifiées :

(i) C(2t) = C(t)? + C’(H)S(t)

(ii) C'(t)S(s) = C’(s)S(t)

(iii) C(t+s) — C(t —s) = 2C’(£)S(s)

(iv) (C(t) 1) thS(s)ds = (C(h) - 1) fot S(s)ds

() (A - A%) fot sinh(A(t — s))C(s)ds = A(C(t) — cosh(A£)I)

ict, sinh(.) et cosh(.) sont respectivement le sinus hyperbolique et le cosinus hyperbolique.

Théoréme 2.2.9 [12]

Pour qu’un opérateur A € € (X) soit générateur d’une fonction d’opérateur Cy-cosinus, il
faut et il suffit que pour certaines constantes M, w > 0, la résolvante (A*I — A)™! existe pour
Re(A) > w et les inégalités suivantes soient vérifiées :

Mm!

ar )
I-A <
[imoer-a)| < mrtom o onew
Proposition 2.2.12 [12/
Pour Re(A) > wc(A) , on a A* € p(A) et
AN I-A)x = f eMC(xdt xe X
0
AMI-A)x = f eMS(Hxdt xe X
0

Proposition 2.2.13 [12/
Pour tout A € €(M,w), x € Xy , et t € R la représentation
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est vérifiée, et pour chaque ¥ € Xy, la fonction t — C(t, A)X peut étre prolongée par continuité
en t jusqu’a une fonction analytique sur tout le plan compleze.

Proposition 2.2.14 [}/
Soit C(t), t € R une famille de cosinus fortement continue dans X.
Lopérateur A : X — X défini par

N . C@Hx—x
Av = dim———

ayant pour domaine les x € pour lesquels cette limite existe, est le générateur infinitésimal
de la fonction cosinus C(t), t € R.

Théoréme 2.2.10 [11]
Soit A un opérateur linéaire dans X. Alors A est le générateur infinitésimal d’une fonction
cosinus sur X si es seulement si :

(i) A est fermé et défini sur un domaine dense.
(i) il existe une constante w > 0 telle que pour A > w, A% € p(A).
(iii) il existe une constante M > 0 telle que pour A > w

dam Mm!

—|AR(A% A < —— , m=0,1,2,..
[wbresal] < G o
lemme 2.2.1 [11]
sous [’hypothése du théoréme 2.2.10, nous avons
ICHI < MeM , teR (2.18)
+00
AR(A%A) = f eMChdt , A>w (2.19)
0
SOOIl < Mite“™ , teR (2.20)
+00
R(A%A) = f eMSHdt , A>w (2.21)
0

Définition 2.2.5 [11]
Soit A le générateur infinitésimal d’une fonction cosinus sur X, et B un opérateur linéaire
dans X. Alors B est dit opérateur de la classe (B) si :

(B1) D(B) > D(A) et BR(u?; A) € B(X) pour certains i > w
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(By) il existe une constante Ky > 0 telle que pour tout x € D(A),
1
f ”BC(t)x“dt < Kol
0

Remarque 2.2.3 [11]
Puisque p(A) est non vide, la condition (B1) est équivalente a la borne relative de B par
rapport a A et donc BR(A%; A) € B(X) pour chaque A* € p(A).

Ky = sup{fle—At“BC(t)x‘
0

Alors par condition (By), K, est fini. Puisque K, est une fonction de A décroissante négative

dtxl < 1,x € D(A)} (2.22)

et monotone, Ky, = lim,_,., K, eziste et 0 < K, < Kj.

lemme 2.2.2 [11]
Soit S la fonction sinus associée a une fonction cosinus C sur X. Supposons que B soit un
opérateur de classe (B). Alors pour tous les x € D(A)

f 1 e‘“”BS(t)det <Kolxll , A>0 (2.23)
0

lemme 2.2.3 [11]
Soit S et B comme dans le lemme 2.2.2. Pour chaque A > @

f +me—“HBS(t)det < Lkl , xeD(A) (2.24)
0

o Ly = KA[l + M(2¢} - 1)(3"‘“’ - 1)_2] et donc
”BR(AZ;A)H < L, Asw (2.25)

Théoréme 2.2.11 [11]

Soit C' une fonction cosinus sur X, de générateur A. Supposons que B soit un opérateur
de classe (B) et Ko = im0 Ky, 00 K, est défini par (2.22). Alors pour chaque € tel que
le| < K}, A+ eB génére une fonction cosinus {C(t;A + EB)} ot C(t; eB) est donné par

[ee]

C(A+eB) = Ze”Cn(t) (2.26)

n=0
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De plus, nous avons

ljrr(} Ct;A+eB)-C(t) = 0 (2.27)

Dans (2.26) et (2.27) la convergence est uniforme par rapport a t sur chaque sous-intervalle
fini de (—o0, 00).

2.3 Fonctions del’opérateur Cycosinus uniformement continu

2.3.1 Comportement des fonctions d’opérateur CyCosinus a I'infini

La borne d'une fonction d’opérateur Cy-cosinus est une propriété qui n’est pas obtenue
par un décalage du générateur A, = A + bl [12].

Proposition 2.3.1 [12/
Il existe des opérateurs A € C(M, w) tels que pour tout nombre b € R, l'opérateur A + bl ne
génere pas de fonction d’opérateur Cy-cosinus bornée.

a I’équation du cosinus (i)(voir déffinition 2.2.1) on associe le cosinus hyperbolique cosh(t) de
croissance exponentielle, ainsi que la fonction ordinaire bornée cos(t). Dans le cas géné-
ral, pour une fonction opérateur Cy — cosinus, une croissance polynomiale en t est également
possible. Ainsi, par exemple, nous avons ce qui suit.

Exemple 2.3.1 [12]
10
Soit X =R . Alors C(t) = (tz 1), t € R, est une fonction d’opérateur Cy-cosinus sur X. Si

la norme euclidienne est donnée sur X, alors

lco| = 1+b+f ter
2 4

Dans les conditions de 'exemple précédent, pour tout w > 0, il existe M, > 1 tel que
C(t) £ M, cosh(wt), t € R, mais C(.) n’est pas borné sur R.

Théoréme 2.3.1 [12]
Les implications suivantes des conditions sont valables :

(1) = (i1) = (iii)
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(i) Une fonction C(.)x est de type exponentiel inférieur ou égal a pour tout x € X.

(ii) {/\2 :Re(A) > a)} C p(A), et pour tout y > w, il existe une constante M = M, telle que
||/\()\21 - A)_lu < M  pour tout Re(A) >y
(iii) La fonction C(.)x est de type exponentiel ne dépassant pas pour tout x € D(A).
Théoréme 2.3.2 [12]
Les implications suivantes des conditions sont valables :
(1) = (i) = (iii)
(i) Une fonction d’opérateur Cy-cosinus C(.) est bornée.

(ii) il existe une constante M telle que

”e)\A“ < Ml(Rle)(\l\)) pour toute A avec Re(A)>0

(iii) il ewiste une constante M, telle que

[cOx|| < Ma(|f| + 2|Ax]) , teR , xeDA)

2.3.2 Continuité en norme

Il est trés naturel que la borne de A, dans le cas d’une fonction d’opérateur Cy-cosinus
suive, sous des hypothéses supplémentaires plus faibles que dans le cas des semi-groupes
d’opérateurs.

1
Ainsi, par exemple, la condition ||tAe‘tA“ < C implique la borne de A pour C = —, et dans le

cas des fonctions cosinus, pour la borne de A, la borne ||A5(t)|| < cst avec n’'importe quelle
constante est suffisant (S(t) est la fonction sinus).

Définition 2.3.1 [12/
Une fonction d’opérateur Cy-cosinus C(.) est continue dans la topologie d’opérateur uniforme
(continué en norme) si la fonction C(.) : R = Z(X est continue dans la norme d’opérateur.

Proposition 2.3.2 [12]
Soit C(.) une fonction d’opérateur Cy-cosinus, continue dans la topologie d’opérateur uni-
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forme. Alors son générateur infinitésimal A € L (X) et
cit) = — teR (2.28)

de plus, la série converge uniformément en t sur tout intervalle fermé fini [0, T].

Parfois, dans la littérature, la série (2.28) s’écrit cosh(t) de maniére analogue au cas scalaire.
Notons qu’une fonction opérateur Cyp-sinus S(.) est toujours uniformément continue dans
t € R, comme il ressort de sa deffinition.

Théoréme 2.3.3 [12/
Chacune des conditions suivantes est équivalente a la continuité en norme de C(.) :

@) limo [|Ct) - 1| = 0.

(i) limo [|t1S(t) - 1]| = 0.

(iii) Le générateur A est borné.

(iv) Z(C(t)) € X' pour tout t € (a,B) avec certains a < p.

(v) L’inclusion Z(S(t)) € D(A) et la forte continuité de la fonction t — AS(t) sont vraies
pour tout t € (o, B) avec certain a < .

Proposition 2.3.3 [12]
Soit une fonction d’opérateur Cy-cosinus C(.) continuité en norme. Alors

- 2
(i) lim;_, 7 fOtS(s)ds—I‘ = 0.

. . h .
(ii) pour h suffisamment petit, l’opérateur fo S(s)ds a un inverse borné.
(iii) pour h suffisamment petit, on a la relation

A = (C(h)—l)( fo hS(s)ds)

-1

Proposition 2.3.4 [12]
Dans une algébre de Banach £ avec unité, soit une fonction d’opérateur Cy-cosinus C(.),
A € % donnée. Alors pour v* > supAeg(A)(l/ll + ReA)/2, on a

1 V+i00 .
ct = 5 f N eMAR(A%, A)dA te R,
1 V+i00 _
Sty = i ) eMR(A%,A)dA  teR,
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CHAPITRE 3

COMPARAISON ENTRE LES
SEMI-GROUPES ET LES FAMILLES
COSINUS

3.1 Introduction

La théorie des familles de cosinus est a bien des égards paralléle a la théorie des semi-
groupes d’opérateurs.
Notre objectif principal Tout au long de chapitre sera sur les familles de cosinus fortement
continues et les semi-groupe sur un espace de Banach.
Nous révélons trois propriétés surprenantes des familles de cosinus, les distinguant des semi-
groupes d’opérateurs : (1) Une seule trajectoire d'une famille de cosinus est soit fortement
continue, soit non mesurable. (2) La convergence ponctuelle de la séquence des familles de
cosinus équibornées implique que la convergence est presque uniforme pour le temps dans
toute la ligne réelle; en particulier, les familles de cosinus ne peuvent pas étre perturbées
de fagon singuliére. (3) Une trajectoire non constante d’une famille de cosinus bornée n’a
pas de limite & I'infini; en particulier, la riche théorie du comportement asymptotique des
semi-groupes n’a pas d’équivalent pour les familles de cosinus. De plus, nous montrons que
les familles de cosinus équibornées qui convergent fortement et presque uniformément dans
le temps peuvent ne pas converger uniformément.
Ce chapitre exposera un certain nombre de différences entre les familles de cosinus et les
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semi-groupes.

3.2 Rappels

(i) Une famille F = {F(t)}t ; d’opérateurs linéaire bornée sur un espace de Banach X indexé
(S

par T C R est fortement continue si : pour chaque x € X, la F-trajectoir (ou simplement
trajectoire) associée a x, T 3 t +— F(t)x € X, est continue en norme.

(ii) Une famille F = {F (t)} d’opérateurs linéaires bornés sur un espace de Banach X indexé

teT
'F(t)H < 0.

par T'C R est borné si sup,_;

(iii) Une famille {F(t)} d’opérateurs linéaires bornés sur un espace de Banach X indexé
par un ensemble mesurable T C R est fortement mesurable si pour chaque x € X la
fonction t — F(t)x est Bochner mesurable sur T.

(iv) Le générateur A d’un semi-groupe fortement continu {T(t)}t , Sur un espace de Banach
>

X est défini par

d

L T(s)x—x
o T(Hx = lim

s—0 S

Ax =

(x e D(4)) (3.1)
0
ot D(A) le domaine de A est I'ensemble de tous les x € X pour lesquels la dérivée (3.1)

exister. A son tour, le générateur A d’une famille de cosinus fortement continue {C(t)}t ®
€
sur X est défini par :

Ax = j—; CHx = lsi_r)r&szz@(s)x—x) (x € D(4)) (3.2)

0

ou D(A) est I'ensemble de tous les x € X pour lesquels la dérivée seconde (3.2) existe.

3.3 La mesurabilité implique la continuité

Le théoréme suivant de Fattorini est fondamental pour les considération ultérieures,
ayant une incidence directe sur la question de la convergence des famille de cosinus qui est
un sujet de préoccupation dans ce chapitre.

Théoréme 3.3.1 (Fattorini)[2]

Une famille de cosinus fortement mesurable sur un espace de Banach est fortement continue
sur R.
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Le théoréme de Fatorini est une conséquence immédiate du théoréme plus faible de Chander
et Singh, indiquant qu’une famille de cosinus fortement mesurable sur un espace de Banach
est fortement continu sur IR\ {0} Le lien entre les deux théorémes est fourni par le résultat
suivant :

Proposition 3.3.1 /2/

Soit {C(t)}t R Une famalle de cosinus sur un espace de Banach X. Soit x € X tel que la fonction
(S

t = C(t)x est continue sur (a, oo) pour un certain a € R. Alors la fonction t — C(t)x est
continue sur IR.

Preuve 3.3.1 [2/
Fizonst € R arbitrairement. Choisissons h > 0 pour que t+h > a+1. Nous avons clairement

C(t)x = 2C()C(t + h)x — C(t + 2h)x

pour chaque T € R. notant que T +h > a et T+ 2h > a a chaque fois que T >t —1 et en
exploitant I’hypothése, on obtient

lirrtl C(t+h)x = C(t+hx et lirrtl C(t+2h)x = C(t+2h)x
comme C(h) est un opérateur borné, on a aussi
1inrt1 Ch)C(t+hx = Ch)C(t+h)x

Donc

limC(0)x = 2C()C(t+hx—Clt+2hx = Clh)x

puisque t a €té choisi arbitrairement, le résultat suit.

Nous remarquons que la proposition ci-dessus a des analogues pour les solutions d’autres
équations fonctionnelles, et ceux-ci peuvent & leur tour étre utilisés pour établir des contre-
parties appropriées du théoréeme 3.3.1.

Le théoréme de Fatorini a un sens globale, en ce qu’il concerne I'ensemble de toutes les
trajectoires d’une famille de cosinus. Ci-dessous , nous établissons une version locale du
résultat de Fattorini correspondant a toute trajectoire individuelle.

Théoréme 3.3.2 [2/

Soit {C(t)}t g e famille de cosinus sur un espace de Banach X. Soit x € X tel que la
€

fonction t — C(t)x est mesurable sur R. Alors la fonction t — C(t)x est continue sur RR.
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Preuve 3.3.2 [2/

Soit Xy l'ensemble de tous les y € X pour lesquels t — C(t)y est mesurable sur R. Il est
clair que Xy est un sous-espace linéaire de X. Puisque la limite ponctuelle d’une suite de
fonctions mesurables est un fonction mesurable, on voit que Xy est fermé.

De plus, Xy est invariant pour chaque opérateur C(S), s € R, pour si s € R et y € X
alors t — C(t +s)y et t — C(t — s)y sont tous les deux mesurables, et par conséquent

t = CHCGB)y = (C(t + s)x + C(t — s)y)/Z est également mesurable. Maintenant, si l’on

considére la famille de cosinus {C(t)p((]} sur Xo, ot C(t)x, désigne la restriction de C(t) a
Xo, alors il est clair que cette famille est fortement mesurable , et donc d’aprés le théoreme
3.8.1 il est en fait fortement continu. Puisque z est dans Xo, il s’ensuit que t — C(t)x est
continu et le théoreme est démontre.

3.4 La convergence est réguliére

Le théoréme de Trotter-kato pour les familles de cosinus, relatif au cas ou les familles de
cosinus convergent vers une famille de cosinus fortement et uniformement sur des intervalles
de temps compacts, est tout a fait analogue au théoréme de Trotter-kato pour les semi-
groupes d’opérateurs. sur la bases de cette analogie, on pourrait penser que généralement
si les familles de cosinus convergent, elles le font d’une maniére similaire & celles présentées
par les semi-groupes. Cependant, il s’avére qu’il existe une différence fondamentale dans la
comportement des semi-groupes et des familles de cosinus en ce qui concerne la convergence.
Ici nous exposons cette différence et montrons que la convergence des familles de cosinus est
en régle générale beaucoup plus réguliéres que celles des semi-groupes.
commencons par rappeler le scénario qui vaut pour les semi-groupes. Pour chaque n € IN,
soit A, générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement continu T, = {T”(t)}t>o sur un
espace de Banach X. Supposons que les semi-groupes T, soient équibornés, ¢’est-a-dire qu’il
existe une constante M > 0 telle que

sup | Tn(t)” <M

n€N,t>0

et que , pour chaque A > 0, les résolvantes des générateurs A,

A=A, = j; ) e MT,(H)dt (3.3)

convergent vers un opérateur R, dans la topologie forte des opérateur fort. Les R, forment
alors une pseudo-résolvante, une famille d’opérateurs satisfaisant la premiére équation résol-
vente, avec un espace commun vide et une image commune. Notons que , si les T,, convergent
fortement (sur tout X) alors la convergence des (A — A,,)™! est une conséquence de la repré-
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sentation (3.3) et du théoréme de convergence dominé de Lebesgue. Aux T, sont associés
deux sous-espaces de X :

X;m.m = {x € X‘ %1_{210 T.(t)x existe pour chaque t€ [0, oo)}
X resque—nif = {x €eX E?o T,(t)x existe pour chaque t € [0, oc0)

et est presque uniforme dans te[O,oo)}

ou I'exposant “ s “ rappelle le terme “ semi-group “. En d’autres termes, X® . = est constitué de

point
vecteurs pour lesquls les trajectoires correspondantes des Semi-groupes convergent pOiIlt par

point, et X;resque_uni 1 est constitué de vecteurs pour lesquels les trajectoires correspondantes

des semi-groupes convergent presque uniformément sur [0, c0). Clairement

s s
presque—unif c Xpoint

Il s’avére que X; coincide avec 'espace de régularité de la pseudo-résolvante {RA}
>

resque—unif
qui est défini comme la fermeture de 'image commune % des R, :

X = % (3.4)

presque—unif

avec la barre indiquant la fermeture de I’ensemble. De plus, si ’ensemble X° . \X® .
point \* “presque—unif

est non vide, alors il est constitué des vecteurs pour lesquels les trajectoires correspondantes

des semi-groupes convergent presque uniformément en t € (0, 00), mais pas uniformément

sur un intervalle compact dans [0, o) contenant 0. Bien stir, pour les vecteurs a l’exterieur

de X® . . les trajectoires correspondantes des semi-groupes ne convergent pas du tout.

point
En général X;
de X.

Par exemple, dans l’espace C3, les semi-groupes

est un sous-espace propre de X; et X° = est un sous-espace propre

resque—unif oint? point

t

X etx
T.(H)| v = ey (3.5)
z eitnz
généré par
X —a,X
Ay | = | -ny (3.6)
z inz

ol (a,),>1 est une suite de nombres positifs convergeant vers a > 0, sont équibornées avec la

63



Comparaison entre les semi-groupes et les familles cosinus Chapitre 03

borne M =1, et les résolvantes correspondantes des A, convergent :

-1 X )\j—can ﬁ
lim (A-4) |y ]| = lim| £ | = 0 (A > 0) (3.7)
z = 0

Dans ce cas, X;resque_unif =Cx {0} X {0} et X;oint =CxXCxX {0}
Cependant 'image ci-dessus change lorsque les semi-groupes sont remplacés par des familles
de cosinus : avec la notation analogue a celle employée ci-dessus et entiérement expliquée
ci-dessous , nous avons

X;oint = X;resque—unif
En d’autres termes , les trajectoires des familles de cosinus équibornées convergent presque
uniformément en ¢ € IR ou ne convergent pas du tout. Cette dichotomie est le principal point
de discussion dans cette section.
En procédant aux détails, soit (C,),en une suite de familles de cosinus equibornées fortement
continues sur X c’est-a-dire, telle que supneNte]R”Cn(t)” < 00. Soit (A,)en la suite des

générateurs correspondants. De plus, supposons que les résolvantes des A,

A-A)t = A7 f Ooe“atCn(t)dt (A >0) (3.8)
0

convergent fortement vers une pseudo-résolvante {RA}A . Encore une fois, nous remarquons
>

que la forte convergence des (A —A,)~! est une condition nécessaire pour la forte convergence
des C,. Soient

XC

point

= {x € X‘ lim C,(t)x existe pour chaque te€ lR}
X;resque—unif = {x € X‘ %1_1)1; Cn(t)x
existe pour chaque t € R, et est presque uniforme dans te€ IR}
= {x € X' lim C,(t)x existe pour chaque t € [0, 0c0)

et est presque uniforme dans te[O,oo)}.

Ensuite, clairement

c c
Xpresque—uni f c Xpoint
On a aussi , comme en (3.4)
X = % (3.9)

presque—unif
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comme nous le montrons ensuite. Commengons par noter que l'inclusion #Z C X¢ .
presque—unif

Pour prouver 'inclusion inverse, pour chaque n € R , soit T, = {T"(t)}t>o le semi-groupe

fortement continu sur X lié a C,, par la formule abstraite de Weierstrass

1 foo_z
T,Hx = — e, (T)xdT t>0,xeX
®) N= (1) ( )

Alors, comme on le sait, le générateur de T,, coincide avec A,. Maintenant, si X est dans

X;resque_uni r de sorte que lim,_,. C,(t)x existe pour tout t € [0, 00) et est presque uniforme

dans t € [0, 00), alors aussi lim,,_,, S,(t)x existe pour tout t € [0, o) et est presque uniforme

en t € [0,00), ce qui signifie que x est membre de I'espace X; associé aux S,. Mais

resque—unif

alors, par (3.4), x est automatiquement membre de R, ce qui prouve que X;mque_um T
X .

Avec (3.9) établi, nous sommes préts pour le résultat principal de cette section.

Théoréme 3.4.1 /2]

Pour les familles de cosinus fortement continues équibornée C, = {Cn(t)}t o " € IN sur un
€

espace de Banach X, sous l’hypothése d’une forte convergence des résolvantes des générateurs
des C,, on a
X = X

point presque—unif

Preuve 3.4.1 [2/

1l suffit de montrer que X; C X¢ Une preuve possible de cette inclusion tmplique

oint presque—unif
un arqgument similaire a celui qui conduit a. Ci-dessous, cependant, nous présenterons une

preuve beaucoup plus simple basée sur (3.9). Compte tenu de l’équicontinuité des C,, X¢

point
est un sous-espace fermé de X. Pour chaque t € R, on définit l'opérateur borné C(t) :
X;oint - X par .
C(tx := %1_{?0 Ca(Dx (x € Xoip)

En invoquant a mouveau [’équicontinuité des C, et en tenant compte du fait que chaque
C, satisfait l’équation fonctionnelle du cosinus, on en déduit que pour chaque t € R, C(t)

oint €N lui-méme et C = {Cn(t)} satisfait [’équation fonctionnelle du

teR
cosinus. Ainsi, C est une famille de cosinus sur X;Ol.nt. Etant la limite forte de (Cp)pen, C

fait correspondre X;

est fortement mesurable.
D’aprés le théoreme 3.3.1, C est en fait fortement continue ent € R . Soit A le générateur
de C. Par hypothese, la définition de C, la représentation (3.8), et son analogue pour A, et
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le théoréme de convergence dominé par Lebesque, on a

Rix = lm@A-A4)x = (A-A4,)%

chaque fois que x € X; et A > 0; ici, bien sir, {R,\}}l est la pseudo-résolvante limite,

oint
définie sur tout X, correspondant aux résolvantes des générateurs A, des C,. Maintenant,

si x est dans le domaine D(A) de A, alors x = (A —A) 'y, ou y = (A — A)x € X° et

point’

donc aussi x = Ryy. Cela signifie que D(A) € Z. En utilisant (3.9), on en déduit que
D(A) c X;msque_mf. Puisque D(A) est dense dans X° et X°© sont tous

point oint presque—unif
deux fermés, il s’ensuit que X; C X La preuve est maintenant compléte.

oint presque—unif

C
et que Xp

Le théoréme ci-dessus peut étre formulé comme suit : en dehors de ’espace de régularité, les
familles de cosinus équicontinuis échouent toujours & converger fortement. A la lumiére de
notre discussion précédente , une déclaration analogue pour les semi-groupes d’opérateurs
n’est pas vraie.

Soit (€,)nen une suite de nombres positifs convergeant vers zéro . Dans X = C[0, o], 'espace
des fonctions continues sur [0, c0) avec une limite & l'infini, les opérateurs A, f = % f" de
domaines D(A,), composés de fonctions deux fois continiment dérivables f dans X avec f”
dans X tel que f(0) = €,f’(0) génére des familles de cosinus bornées en norme. Les résolvantes
des A, convergent fortement, et la fermeture du domaine de la pseudo-résolvante limite est
le sous-espace Cy(0, o] de toutes ces fonctions dans C[0, oo] qui s’annulent en 0. En d’autres
termes, I'espace de régularité est ici Cy(0, oo].

Remarque 3.4.1 [2/

Remarquons au passage que les semi-groupes engendrés par les A, sont li€és aux mouvements
browniens élastiques, et le semi-groupe limite sur Cy(0, o] est lié au mouvement brownien
mainimal.

Il s’avére que les semi-groupes générés par les A,, convergent fortement en dehors de Cy(0, o],
la convergence étant presque uniforme en t > 0. Cependant, les familles de cosinus générées
par les A,, ne convergent pas fortement en dehors de Cy(0, oo]. théoréme 3.4.1 illustre que ce
manque de convergence n’est pas un accident, mais une régle.

Voici un autre exemple illustrant le méme phénoméne. Pour chaque n € IN | soit U, (t) et
B, les restrictions de T,(t) et A, données dans (3.5) et (3.5) a C, respectivement, c’est-a-dire

X ety
u, = | °
m(y) (E”y)
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(5) - (5

Clairement, (U,),en est une suite de semi-groupes équibornés générés par les B, , avec
Y Y

s
presque—unif
équibornés,

et

=Cx {O} et X;m.nt = C X C. Les B, générent également des familles de cosinus

cof3) = [0

mais ceux-ci, contrairement aux U,, convergent simplement sur X;

— Y¢ —
resque—unif( - Xpoint -

c
presque—unif

aux résolvantes des B,,. On remarque que la disparité entre X°® et X° . est lie a la
presque—unif point

” propriété de lissage “ de la formule de Weierstrass : les semi-groupes dérivés des familles

) qui est l'espace de régularité pour la limite pseudo-résolvante correspondant

)

de cosinus au moyen de cette formule sont beaucoup plus ” réguliers “ que les familles de
cosinus elles-mémes, et donc, leurs trajectoires convergent généralement pour un plus grand
ensemble de vecteurs que les trajectoires des familles de cosinus.

Notons que le théoréme 3.4.1 donne également des informations sur les trajectoires indivi-
duelles : si, pour un certain x € X, lim,_,., C,(f)x existe pour tout ¢t € R, alors x € X;m.nt =
X;resque_m £ et donc la convergence est en fait presque uniforme en t € R.

Une conséquence notable du théoréme 3.4.1 est que, contrairement a la riche théorie des
perturbations singuliéres des semi-groupes, la théorie des perturbations singuliéres des fa-
milles de cosinus n’a pas d’objets d’étude : il n’y a pas de suites de familles de cosinus qui
convergent de maniére irréguliére.

Nous concluons cette section par deux résultats supplémentaires. Le premier d’entre eux
affirme que, contrairement au cas des semi-groupes, il n’y a qu'une seule famille de cosinus,
une famille de cosinus triviale, pour laquelle la limite forte lim;_,. C(f) existe. La preuve
repose sur un argument impliquant une suite fortement convergente de familles de cosinus,
d’ou l'inclusion du résultat dans cette section. Le deuxiéme résultat est une version locale du
premier résultat et affirme que si une trajectoire d’'une famille de cosinus bornée admet des
limites & l'infini, alors elle est constant. Une conséquence immédiate de ce dernier résultat
est que I'importante théorie du comportement asymptotique des semi-groupes n’a pas de
contrepartie pour les familles de cosinus.

On dit qu’une famille de cosinus C = {C(t)}te]R sur un espace de Banach X est triviale si
C(t) = Ix pour tout t € R . Si C est fortement continue, alors C est trivial si et seulement si

le générateur de C est 'opérateur zéro.

Proposition 3.4.1 [2/
Soit C = {C(t)}

g Une famille de cosinus (non nécessairement fortement continue) sur un
te
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espace de Banach X tel que la limite
Px = }im C(t)x
existe pour tout x € X. Alors C est trivial et P = Ix.

Preuve 3.4.2 [2/
Pour chaque n € IN, soit C, = {Cn(t)} R la famille de cosinus définie par C,(t) = C(nt).

te

Par hypothése, (Cn(t)) converge fortement vers P pour t > 0. Comme C(—t) = C(t) pour

nelN
tout t € IR, il s’ensuit que (Cn(t)) N converge fortement vers P également pour t < 0.
ne
Puisque, de plus, C,(0) = Ix pour tout n € IN, on voit que (Cn(t)) N converge fortement
ne

pour tout t € R, et la limite C(t) de (Cn(t)) N est égal a P pourt # 0 et a Ix pourt = 0.

ne

Puisque, par le théoreme de Banach-Steinhaus, sup,, .

Cn(t)” < oo pour tout € R et puisque
chaque C, satisfait I’équation fonctionnelle de cosinus, nous concluons immédiatement que
Coo = {Coo(if)}tGIR satisfait [’équation fonctionnelle cosinus.

Maintenant, st nous fixons s # 0 et substituer les 2 premiers a t et les s suiwvants a t dans la

formule

2Coo(t)Cos(s) = Coo(t +5) + Coo(t — 5)

alors on obtient 2P*> = 2P et 2P? = P + I, respectivement. Cela implique P = Ix. Par contre,
en laissant s — oo dans la formule 2C(t)C(s)x = C(t + s)x + C(t — s)x, on obtient

2C(t)x = 2C(t)Px = Px+ Px =2x

Comme cela est vrai pour tout t € R et tout x € X, la proposition est établie.

Nous remarquons que si C dans la proposition ci-dessus est supposé étre fortement continue,
alors ’égalité P = Ix peut étre établie différemment , d’'une maniére beaucoup plus simple.
En effet, C,, est alors fortement mesurable, étant la limite forte des familles fortement conti-
nues C,, et donc , d’aprés le théoréme 3.3.1, C,, est en fait fortement continue. Or, P = Ix
est une conséquence de la forte continuité de Co et du fait que Co(t) = P pour t # 0 et
Cw(0) = Ix.

Corollaire 3.4.1 [2/

Soit C = {C(t)}t g e famille de cosinus bornée sur un espace de Banach X, et soit x € X
€

tel que la limite lim;_,o C(f)x existe. Alors

C(t)x = x pour tout telR
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Preuve 3.4.3 [2/

Soit Xy composé des €léments y de X pour lesquels limy_,o, C(t)y existe. Par la borne de C,
X est un sous-espace linéaire fermé de X. En exploitant ’équation fonctionnelle du cosinus,
on en déduit aisément que chaque C(t), t € R, laisse Xy invariant. Puisque la restriction
Cix, = {C|X0(t)}t€]R de C a Xy satisfait les hypothéses de la proposition 3.4.1, il s’ensuit que

C(t)ix, pour tout t € R. Comme x est dans Xo, on a C(t)x = x pour tout t € R, et le corollaire
est prouvé

3.5 La convergence peut ne pas étre uniforme

Nous tournons maintenant notre attention vers un autre probléme lié & la convergence
des familles de cosinus. Dans [1], sur Cy(0, oo, les familles de cosinus liées aux mouvements
browniens élastiques décrites dans la section précédente convergent uniformément et pas
seulement presque uniformément sur IR.

Sur la base de ces résultats, il a été conjecturé que les familles de cosinus équibornés, si elles
convergent, le font uniformément sur IR. Si cela est vrai, cela exposerait encore une autre
différence entre la convergence des semi-groupes et la convergence des familles de cosinus.
Cependant, la conjecture s’avére fausse, et nous montrons ici qu’elle échoue a 'aide d'un
certain résultat général et de deux exemples précis de son utilisation, et aussi au moyen
d’un résultat indépendant de nature légérement différente.

Une fonction continue f sur R avec des valeurs dans un espace de Banach X est dite

(uniformément) presque périodique si 'ensemble de ses translate {Tt f }t IR est relativement
€

compact dans la métrique p(f,g) = sup,x Hf(t) — g(t)”, la translation T;f de f par t € R
est donnée par la relation T;f(s) = f(t +5), s € R . Soit AP(RR, X) 'espace de toutes les
fonctions quasi périodiques de valeur X sur R. Pour tout f € AP(RX) et tout a € R, la
valeur moyenne

T
Mt{e‘i“ff(t)} = }E{;% I Te‘i“ff(t)dt

existe et définit le coefficient de Fourier-Bohr de f pour I'exposant de Fourier a, fA (). Les
coefficients de Fourier-Bohr de f s’annulent pour tous les exposants de Fourier, mais au plus
un nombre dénombrable. L’ensemble

) = fac ]R‘ﬂoz) #0)

constitue le spectre de Bohr de f et il est non vide si f est non nul. La fonction f est uni-
quement déterminée par ses coefficients de Fourier-Bohr, cette propriété étant implicitement
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signifiée quand on se référe a f via son développement en une série formelle de Fourier-Bohr

o ~ ) e f@

aeX(f)

Pour une fonction f définie sur R et A € R, on note fi,) la fonction sur R donnée par
fu® = f(At) (xeR)

Théoréme 3.5.1 [2]

Soit f € AP(R, X) non constant, ou X est un espace de Banach, et soit (Ay)nen une suite
de nombres réels convergeant vers A € R et telle que A, # A pour chaque n € IN. Alors
(finDnen converge vers fiyy presque uniformément mais pas uniformément sur R.

Preuve 3.5.1 [2/

La convergence presque uniforme de (fin,)nen vers fia provient du fait que f est unifor-
mément continue et du fait que les fonctions t — A,t convergent vers t +— At presque
uniformément sur R. Il suffit alors de montrer que la convergence de (fir,1)nen n'est pas
uniforme sur R.

Puisque f est non nul, X(f) est non vide. Soit ()kex) une énumération de (f), ou [K]
désigne lintervalle d’entiers positifs compris entre 1 et K, K étant fini ou infini. D’aprés le
théoréeme de Bochner , il existe une suite de polyndmes trigonométriques

Kﬂl
on(t) = Zrk,mel‘“kff(ak) (te R,m € N)
k=1

qui converge uniformément vers f surR dans la topologie normale de X, comme m — oo, avec
"em €tant des nombres rationnels qui dépendent de ay et m, mais pas de f(ay), et satisfont

limr,, = 1

m—00

pour tout k € IN. Soit e > 0 et soit kg un membre arbitraire de [K] tel que ay, # 0. Choisissons
m € IN pour que

If(B) = o) <€

pour chaque t € R et

1
rko,m > E (310)

Supposons, au contraire, que (fir,))neN converge vers fia uniformément sur R. Alors, il existe
Ny € N tel que st n > Ny, alors

Hf[An](t) - f[/\](t)“ <e
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pour chaque t € R. Par conséquent

Km

Z rk,m (eiak)\nt _ eiak)tt)f(ak)
k=1

KWI
Y e ) = fr )
k=1
Ky

Z i€ ) - f[A](f)H

k=1

IA

+

+fira® = fiu(®)|| < 3e (3.11)

pour chaque n > Ny et chaque t € R.

Notons que, A, # 0 pour tout n suffisamment grand (c’est-a-dire pour tout n > N pour un
certain IN). En effet, lorsque A # 0, cela est évident, et lorsque A = 0, cela découle de I’
hypothése que A, # A pour tout n. Par conséquent, si k € {1, ......... ,Km}\{kg}, alors

Ay, — (XkO)\n # 0 (3.12)

pour finalement tout n.
De plus, si k € {1, ...... , Km}, alors

apA — OfkoAn # 0 (3.13)

pour finalement tout n. Car sik # ko et A # 0, alors c’est clair puisque alors lim,_,e axA —
A = (k —ag)A #0. Si A =0, alors (3.13) se réduit a ag, Ay, # 0, et ceci est vrai a cause
de ax, # 0 et de Uhypothése que A, # A pour tout n qui se lit maintenant A, # 0 pour tout
n. De méme, si k = ko, alors (3.13) est vérifié en vertu de ag, # 0 et A, # A pour tout n.
Soit N1 > Ny tel que (3.12) et (3.13) sont vérifiés pour n > Ny. Prenant en compte que

- 1 si a=0
M ezat — .
t{ } 0 sinon
on voit que si n > Ny, alors
Mf {ei(ak/\n ~ Ak, /\n)t} — 0

chaque fois que k € {1, .......... ,Km}\{ko} et

M, { ei(ak/\—ako)\,,)t} - 0
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chaque fois que k € {1, .......... ,Km}. Par conséquent, en fizant arbitrairement n > Ny, on a

K’n
Mt{e‘i“ko“t( Z T (€Mt — oAl (ak))} = Tiom f (0tky)

k=1

D’autre part, par (3.11),

K
HMt{e_mkU /\nt( Z I’k,m(eiak/\"t _ eiak/\t)f(ak))}

k=1

< 3e.

En tenant compte de (3.10), on voit que ||ﬂ04k0)|| < 6e. D'ou ﬂako) = 0, pour € arbitraire.
Nous avons ainsi montré que X(f) C 0. Cela implique que f est constante, une contradiction.

Soit C = {C(t)te]R} une famille de cosinus fortement continue sur un espace de Banach X.
Pour tout A € R, on note Cpy; la famille de cosinus de valeur X donnée par

C[/\](t) = C(/\t) (t e ]R) (314)

Un élément x € X sera appelé vecteur presque périodique pour C si la trajectoire C associée
a x est presque périodique.

Notons que si (A,),en est une suite de nombres réels convergeant vers A € IR, alors (Cja,1)neN
converge vers Cpj fortement et presque uniformément en t € R. En effet, en argumentant
comme dans la preuve du théoréme 3.5.1, cela découle du fait que, pour tout x € X, t — C(f)x
est uniformément continue sur tout compact de IR et du fait que les fonctions t — A,t
converge vers t — At presque uniformément sur RR.

Une conséquence immédiate du théoréme 3.5.1 et de I'observation ci-dessus est la suivante.

Théoréme 3.5.2 [2/

Soit C = {C(t)teIR} une famille de cosinus fortement continue sur un espace de Banach X.
Supposons qu’il existe un vecteur presque périodique pour C'tel que la C-trajectoire associée
a ce vecteur soit non constante. Soit (A,)uen une suite de nombres réels convergeant vers
A € R et telle que A, # A pour chaque n € R. Alors (Cjp,))nen converge vers Cpyy fortement
et presque uniformément mais pas uniformément en t € R.

Nous présentons maintenant deux cas d’utilisation du résultat ci-dessus. Dans le premier
cas, nous laissons C = C et C(t) = cost pour chaque t € R et observons en outre que x = 1
est un vecteur presque périodique pour C. Une application du théoréme 3.5.2 conduit au
résultat suivant :
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Exemple 3.5.1 [2/
Si (An)uen est une suite de nombres réels convergeant vers A € R et telle que A, # A pour

chaque n € IN, alors la suite ({ cos Ant}te]R) N des familles de cosinus scalaire converge vers
ne

la famille de cosinus a valeur scalaire {COS At}telR presque uniformément mais pas uniformé-
ment sur R.

Avant d’aborder l'autre cas, nous introduisons une classe € de familles de cosinus comme
suit : une famille de cosinus C = {C(t)tem} sur un espace de Banach X est dans € si seule-
ment si les conditions suivantes sont satisfaites :

(C1) 1[I existe une suite (Cy)pen, Cu = {Cn(t)te]R}; de familles de cosinus sur X convergeant
vers C fortement et uniformément en t € N et telle que C,, = C pour tout n € IN.

(C2) Il existe une suite (Cn)ne]N, C,=C, = {Cn(t)tem} de famille de cosinus sur X convergeant
vers C fortement et presque uniformément mais pas uniformément en t € R.

Avec cette définition en main, nous pouvons maintenant passer a ’autre cas d’utilisation du
théoréme 3.5.2. Basé sur le théoréme 3.5.2, 'exemple 3.5.2 ci-dessous révéle que la classe @
est non vide. La signification de ce résultat est qu’il démontre que la question de savoir si
la limite d’une suite de familles de cosinus est uniforme ou presque uniforme ne peut, en
général, étre résolue en termes de la seule famille de cosinus limite.

Exemple 3.5.2 /2]
Soit Cy l'espace de toutes les suites complexes & = (Ex)kew convergentes vers 0, munies de la
norme supremum usuelle

lell, = supled
keN

Pour chaque n € IN, soit en l’élément de Cy tel que

1 si k=mn
(en)k - { 0

sinon

Tout & = ({x)kenw dans Co peut commodément étre représenté comme la série
& = Z Exex
k=1
convergent dans la norme de Cy. Pour chaque t € R et chaque n € N, soit C,(t) l'opérateur

linéaire sur Cy défint par

CahE = ) (coskirer+ Y | &
k=1

k=n+1
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et, pour chaque t € R, soit C(t) lopérateur linéaire sur Cy donné par
C.(HE = Z(cos kt)Erer (3.15)
k=1

avec & = (Ep)ken €tant un membre arbitraire de Cy. Clairement, pour chaque n € N, C, =
C”(t)}t ]R est une famille de cosinus fortement continue de contractions sur Cy, et ausst
(S

C= {C(t)}t R est une famille de cosinus fortement continue de contractions sur Cy. Etant
€

donné A € R et n € IN, nous écrirons Cy, ) @ la place de (Cp)p). Pour tout n € IN, tout

t,AeR, et tout £ € Cy on a

”C[A](t)é - Cn,[A](t)é‘Lo < Z Exer|| + Z (cos Akt)&xex

k=n+1 00 k=n+1 o0

< sup|&| + sup|(cos AkD&|
k>n k>n

< 2sup |c§k|.

k>n
d’ot
sup HC[A](f)E = Cn,[A](t)EHOO = 0

teR

Ainsi, pour chaque A € R, la suite (Cypa))nen converge vers Cpay fortement et uniformément
sur R.

D’autre part, la représentation (3.15) implique que tout & € Cy est un vecteur presque pé-
riodique pour C, et de plus, la fonction t — C(t)E, t € R, est non constante chaque fois que
& # 0. Donc, d’aprés le théoreme 3.5.2, si, pour un A € R, donné (A,).en est une suite de
nombres réels convergeant vers A € R et telle que A, # A pour chaque n € IN, alors la suite
(Cia,Dnen converge vers Cpay presque uniformément mais pas uniformément sur R dans la
topologie forte des opérateurs. En fait, en invoquant directement le théoréme 3.5.1, on peut
en déduire un peu plus : pour tout & non nul dans Cy les fonctions t = Cpy,j(H)E,n € IN,
convergent vers t = Cpp,j(H)E presque uniformément mais pas uniformément en t € R.

On voit ainst que pour chaque A € R, Cpyy est la limite de deux suite de familles de cosi-
nus, chacune comprenant des familles de cosinus différentes de Cyyy, telles qu’une séquence
converge uniformément, tandis que [’autre converge presque uniformément mais pas unifor-
mément sur R ; en d’autres termes, Cpp) est un membre de €.

Le résultat final de cette section, a savoir 'exemple 3.5.3 ci - dessous, montrera que pour
qu’une famille de cosinus C appartienne a % il n’est pas nécessaire de posséder un vecteur
quasi périodique pour lequel la trajectoire C associée a ce vecteur est non constante. En
particulier, il deviendra clair que 1” appartenance a € peut étre établie par d’autres moyens
que le théoréme 3.5.2.
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Exemple 3.5.3 [2/
On considére Cy(0, 0] comme muni de la norme uniforme ”f”Oo = sup,., |f(x)| . Soit C =

{C(if)}teIR la famille de cosinus sur Cy(0, 0] donné par

CHft) = %U@+n+f@—n) ( € Co(0, 0], x 2 0)

pour chaque t > 0, avec f étant l'extension tmpaire de f sur l’ensemble de R . Nous affirmons
que C est membre de € et que C n’a pas de vecteur quasi périodique non nul.

Pour prouver la premiére assertion, soit F une fonction réelle paire continue sur R avec une
limite a linfini. Alors, en particulier , F' est borné. Pour chaque € € R, soit Mcp l'opérateur
de multiplication par et sur Cy(0, 0] :

Maf = ef  (feCol0,0]).

| , . .
Clairement, Mg est borné, avec ||M€F” < e|€||| « et linverse de Mep coincide avec M_cF.
Pour chaque € € R et chaque t € R, on pose :

C(e) (t) = M. C(t)MeF

Compte tenu de la régularité de F, on a l’expression explicite suivante

Coltf(B) = 5(f(x + HEFEFED 4. o — et Fo)

(f € Cy(0,00],x > 0)

pour tout t > 0. Nous remarquons que ce n’est que dans le but d’obtenir cette formule élégante
que nous avons supposé que F soit pair-cette hypothése peut étre bien écartée sans nuire a
Uargument qui suit. Il est clair que pour tout € € R, C)(t) est un opérateur borné linéaire

sur Co(0, o0] avec ”C(e)(t)” < 62|€|“F”«>o pour tout t € R, et C) = {C(e)(t)}t ® est une famille de
€

cosinus fortement continue sur Cy(0, 00]. Soit (€,)nen une suite de nombres réels convergeant

vers 0 et soit € = sup, . l€nl.

Alors, (Cie,y)nen est une suite de familles de cosinus équibornées sur Cy(0, oo], avec ”C(en)(t)H <

ezeHF”m pour chaque n € IN et chaque t € R. Puisque (M_¢,r)nen €t (Me,F)uen tendent vers
Uopérateur identité sur X pour la norme d’opérateur , on voit que (C,))nen converge vers
C dans lopérateur norme uniformément sur R. Ainsi, pour achever la preuve que C' est
membre de €, il suffit de trouver une suite de familles de cosinus sur Cy(0, o] qui converge
vers C fortement et presque uniformément mais pas uniformément sur R. On montrera que
pour toute suite (A,)yen de mombres positifs convergeant vers 1 et telle que A, # 1 pour
chaque n € N, (Cpp,Dnen fournit la suite désirée [on utilise la notation selon (3.14)].
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Comme (Cpp,1)nen converge vers C' fortement et presque uniformément sur R, il suffit de
montrer que la convergence n’est pas uniforme. On établira l’énoncé plus fort suivant : pour
tout f non nulle dans Cy(0, 0], les fonctions t = Cp (t)f ,n € N, ne parviennent pas a
converger uniformément vers t = C(t)f. Pour cela, étant donné f € Cy(0, 00]\0, on observe
d’abord que pour tout t > 0 et n € IN, le membre de droite de la formule

CHF() — CpaBf®H) = %UW+D—fW+MM+%U&—D—ﬂx<MM
(x>0)
réduit ¢ 1 1.,
S(F@) = £+ An) = S(F - A0)
si on prend x =t . Ainsi , la mise

fult) = %( £28 = F(1+ A)t)

on a

1 -~
lcws - sl = [0 - 37 - 20
Comme sup,,,, f((l - An)t)‘ = ||f”oo, notre tdache sera terminée une fois que nous aurons

full, = 0.
Pour tout € > 0, on choisit T > 0 de sorte que |f(t) —f(00)| < € chaque fois que t > T. Alors,
clairement, sup,. ; fn(t)| < € pour tout n. Par contre, si t € [0,T], alors |2t — (1 + A,)t| <

1 — AT, et ceci en conjonction avec le fait que f est uniformément continue sur [0, T]

montré que lim,,_,

implique que sup, o 1 |fu(H)| < € pour tout n n’est pas assez grande.

fa

Ainsi, . < € pour toul n n'est pas assez grande, ce qui termine la preuve que C est dans

En passant a la prewve de la seconde assertion, notons que
}im CHf(x) = tli{n CHfx) = 0

pour tout f € Co(0, o] et tout x > 0. Supposons maintenant que f € Co(0, 0o] est un vecteur
presque périodique pour C. Alors, compte tenu des égalités ci-dessus

T T
[ lim % f ey fdt](x) = lim % f et =0

pour chaque a € R et chaque x > 0. Ainsi, tous les coefficients de Fourier-Bohr de t — C(t) f
s’annulent et par conséquent f = 0. La deuxiéme affirmation et ce qui a été domandé.

76



CHAPITRE 4

APPLICATION

41 Introduction

Comme pour les équations différentielles ordinaires, les équations d’ordre n peuvent étre
réduites & un ensemble d’équations du premier ordre en utilisant des opérateurs matriciels.
Dans le présent chapitre, nous considérons uniquement les problémes de réduction d’équa-
tions incomplétes du second ordre & un ensemble d’équations du premier ordre.

4.2 Equations différentielles abstraites non linéaires du se-
cond ordre

Notre objectif principal est d’étudier le probléme du second ordre semi-linéaire absrait
de la valeur initiale

2
%w(t) = Aw(t) + f(t, w(t), fw(t))

w(t)) =xeX, %w(to)) =yeX

(4.1)

Dans (4.1) X est un espace de Banach, w est une application de R dans X, A est le générateur
infinitésimal d’une famille de cosinus fortement continu de 'opérateur linéaire dans X, et f
est une application non linéaire de IR X X X X dans X.

Nous traitons maintenant ’équation non linéaire (4.1 ). Désomais, nous supposons que A
est le générateur infinitésimal d’une famille de cosinus fortement continue C(f),t € R dans

77



Application Chapitre 04

X. Nous chercherons une solution "lisse” de (4.1), c’est-a-dire une solution de l'intégrale
équation

w(t) = C(t—to)x+ S(t—ty)y+ f S(t—=s)f(s,w(s) , dJdsw(s))ds 4.2)

to

L’équation (4.2) est plus générale que (4.1) en vertu de la Propsition 4.2.1. Nous allons
¢tudier 'existence de solutions & (4.2) sous diverses hypothéses sur la famille de cosinus
C(t), t € R, la fonction non linéaire f et les valeurs initiales x et y.

Xt = fxeX:COreMRX)) k=12

Proposition 4.2.1 /4]
Soit C(t), t € R une famille de cosinus fortement continue en X avec le générateur infinité-
simal A. Si g : R — X est continiment différentiable, x € D(A) , y € X', et

¢
w(t) 2 Ctyx + Sty + f S(t—s)gs)ds , teR
0
Alors w(t) € D(A) pour t € R, w est deux fois différentiable continue, et w satisfait
d*/dPw(t) = Aw(t) + g(t),t€e R, w@0)=x , d/dtw(0)=0 (4.3)

Inversement, si g : R — X est continue, w(t) : R — X est deuz fois continiment différen-
tiable, w(t) € D(A) pour t € R, et w satisfait (4.3), alors

w(t) = CHx+SHy+ f S(t—=s)g(s)ds, t € R
0

La condition suivante, ce que nous appelons la Condition (F), est d’une importance fonda-
mentale dans ’étude des familles de cosinus continues :

421 Condition (F)

Si B2=A , ot A est le générateur infinitésimal de C(t), t € R, alors S(t) se définit de X
dans D(A) pour t € R, BS(t) est borné sur X pour t € R et BS(t)x est continue en t sur R
pour chaque x € X fixé [4].

Proposition 4.2.2 [}/
Soient A et B des opérateurs linéaires de l'espace de Banach X dans lui-méme, soit B un
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opérateur qui commute avec chaque opérateur linéaire borné dans X qui commute avec A,
soit zéro contenu dans ’ensemble résolvant de B, et soit B> = A. Les acerssion suivantes
sont équivalent :

(i) A est le générateur infinitésimal d’une famille de cosinus fortement continue C(t), t € R
dans X satisfaisant la Condition(F).

(ii) B est le générateur infinitésimal d’un groupe fortement continue T(t), t € R dans X.

ef [0 B]
(iii) £ Y B ol avee le domaine D(B) X D(B) est le générateur infinitésimal d’un groupe
fortement continue U(t),t € R dans X x X.
[0 1]
(iv) o Y A of avec le domaine D(A) X D(B) est le générateur infinitésimal d’un groupe

fortement continue V(t),t € R dans Y Y [D(B)] XX, o [D(B)] désigne ’espace de
Banach D(B) avec la norme de graphe

lls = Al + =)

Proposition 4.2.3 [}/

Supposons la méme hypothése sur A et B dans la proposition précédent. une condition né-
cessaire et suffisante pour que A soit le générateur infinitésimal d’une famille de cosinus
fortement continue C(t), t € R dans X satisfaisant la Condition (F) est que il existe des
constantes M > 0 et w > 0 telle que

(1) D(B) est dense en X.
(i) Pour A réel, A > w, A* est dans ’ensemble résolvant p(A) de A.
(iii) A(A%2 = A)7! et B(A?2 — A)™! sont fortement différentiables a linfini pour A > w.

(iv) ‘ M(M)N/\(AZ - Ay

N+1
) H—(A w)

<M pour A >w et N=0,1,2,.....

(di) B(A2— Ay M| <M pour A > et N=0,1,2, .....

Proposition 4.2.4 [}/
Soit D un sous-ensemble ouvert de R X X X X et soit f : D — X continue et satisfait

Pour (t,x,y) , (t,%,7) € D et une fonction continue a valeur réelle L, Pour chaque (to, x,y) €
D de telle sorte que x € D(A) il existe t; > 0 et une fonction unique différentiable continue
w: (to — b, to + 1) = X satisfaisant (4.2).

De plus, st D = R X X X X, alors la solution w est définie sur R.

< Lo~ + v 31 ()
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Corollaire 4.2.1 [}/

Soit D un sous-ensemble ouvert de R X X X X et soit f : D — X une fonction deuz fois
différentiable continue sur D. Pour chaque (to, x,y) € D telle que x € D(A) et y € X! il existe
t1 > 0 et une fonction unique différentiable continue w : (tg — t1,tg + t1) — X satisfaisant

(4-1).

Proposition 4.2.5 [}/

Soit D un sous-ensemble ouvert de R X X et soit f : D — X différentiable continue sur D.
Pour chaque (ty,x) € D tel que x € D(A) et pour chaque y € X*, il existe une fonction unique
deux fois différentiable continue w : (tg — t1,tg + t1) — X satisfaisant

d?/dr?w(t) = Aw(t) + ft,w(t) , wlty)=x , d/dtw(ty) =y, pourlt—to| <t; (4.5)

Proposition 4.2.6 [}/

Supposons que Uhypothése de la Proposition 4.2.2 soit valable et que la Condition (F) est
remplie. Soit D un sous-ensemble ouvert de R X [D(B)] X X et soit f : D — X continue et
satisfait

It = £t % | < Lo (e = 2l + 1y - 9l (46)

Pour (t,x,y),(t, %, 1) € D et une fonction continue & valeur réelle L. Pour chaque (to, x,y) €
D, il existe t; > 0 et une fonction unique différentiable continue w : (tg — t1,to + t1) = X
satisfaisant (4.2).

De plus, si D = R X [D(B)] X X, alors lasolution w est déinie sur bIR.

Proposition 4.2.7 [}/

Supposons que Uhypothése de la Proposition 4.2.2 soit valable et que la Condition (F) est
remplie. Soit D un sous-ensemble ouvert de R X [D(B)] X X et soit f : D — X une fonction
deuz fois différentiable continue sur D. Pour chaque (ty,x,y) € D telle que x € D(A) et
y € D(B) il existe t; > 0 et une fonction unique différentiable continue w : (ty—ty, to+t1) = X
satisfaisant (4.1).

80



Chapitre 04 Application

4.3 Réduction du probléme de cauchy pour une équation
du second ordre au probléme de cauchy pour un sys-
téme d’équations du premier ordre

Théoréme de Kysinski

Dans un espace de Banach X, considérons le probléme de Cauchy uniformément bien
posé suivant

W =Aut) , teR , u0=u’ , (0 =u 4.7)

On définit 'opérateur matriciel A := (1(31 (I)
(x,y) € X! x X par la formule A(x,y) = (y,Ax) qui est donnée sur le domaine D(A) =

D(A)x X' . Dans ce qui suit , un élément (x,y) € X! X X dans les formules sera écrit comme

X
le vecteur ( )
y

Théoréme 4.3.1 [12]
L’espace X' avec la norme

) : X' x X = X' x X agissant sur un élément

Il = [+ su ] (45)

est un espace de Banach, et l'opérateur A géneére les Co-groupes d’opérateurs suivants sur
Uespace de Banach X' x X :

m(x) [ C) S\ [x) _ [ Clt)x+ Sty
eA(y) ; (AS(t) c<t>)(y)‘(AS<t>x+c<t)y) ekt

Proposition 4.3.1 [12/
Soit une fonction d’opérateur Co-cosinus C(.). Alors X' coincide avec la fermeture de D(A)
dans la norme

| %A(zzI ~A)'x (4.9)

* 1
= ”x“ + sup —(z— w)™!
z>w, neN n.

Proposition 4.3.2 [12]
La résolvante de l'opérateur A a la forme

27 _ Ayl 27 _ Ayl
(A=A = j‘\l((j\\é —i))‘l A((A/\ZII —/X)‘l) pour A* € p(A) (4.10)

Proposition 4.3.3 [12]

Soit u(.) une solution du probléme (4.7), et soit v(t) := u'(t), t € R. Alors le vecteur (ZE;)
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est une solution du probléme de Cauchy uniformément bien posé suivant dans l’espace de

Banach X' x X : , .
u u u u
(0) *) :A(v) #) : teR ; (v) ©0) = (ul) (4.11)

Proposition 4.3.4 [12]

Soit un certain espace de Banach X' contindment et integré dans l’espace de Banach X, et
de plus, soit D(A) € X', pour un certain opérateur A € L(X). Alors si dans Uespace X' X X
le probléme de Cauchy

u\ 0 I\(u ~(u u 10
o0 JeJo-af)o - ren - [o-ff)

est uniformément bien posé et p(A) +@, onaAeCMuw).

4.4 Exemples

Exemple 4.4.1 [11]
Soit C' une fonction cosinus sur X, avec le générateur A. Alors pour chaque x € D(A),
u(t) = C(t)x est une solution unique au probléme de Cauchy :

u’(t)y=Aut) , ul@®)=x , u'(0)=0.

Soit maintenant B un opérateur de classe (B), et v(t) une solution du probléme de Cauchy
perturbé :

v'(t) = Av(t)+Bo(t) , v0)=x , v'(0)=0.

En notant S la fonction sinus associée a C, on a
(d/ds)|C(t - 5)o(s) + S(t = $)v'(s)| = S(t —s)Bo(s)

En intégrant cette égalité de s =0 a s =t, on obtient

o(t) = C(t)x+fS(t—s)Bv(s)ds
0

Exemple 4.4.2 [}/
Soit X l’espace de Banach des fonctions continues bornées sur R de norme supremum. Soit
T(t), t € R le groupe des translations sur X, soit (T(f)x)(u) = x(u +t) . Définir C(t) =
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(T() + T(=1)

> Alors

(x(u+t)+x(u—1)

(C(Hx)(u)
(S(£)x)(u)

(4.13)

2
t U+t
( fo C(s)xds)(u) =21 fu _, x(s)ds
On voit facilement que C(t), t € R est une famille de cosinus fortement continue de généra-
teur infinitésimal A donné par Ax = x”, D(A) = {x eX:x"e X} St B: X — X est défini
par Bx = x" , D(B) = {x eX:x' € X}, alors B> = A, et on voit facilement que la famille de

cosinus fortement continue définie par (4.13) satisfait la condition (F). Puisque

(BS(H)(11) = (x(u+1t) ; x(u —t))

) on note que pour f € D(A), g € D(B),

w(x, ) L (C)f +SBg)x) = 27 (Fx + ) + (x = £) + 271 f " 9(s)ds

donne la solution classique de D’Alembert de [’équation d’onde de dimention-1

9 9*

dont la formulation abstraite est

dZ d
ﬁw(t):Aw(t) , w0)=f , Ew(0)=9-

Exemple 4.4.3 [11]
Soit X = LY(R) et considérons la fonction cosinus sur X définie par

[cox|p) = %[x(p +1) +x(p - 1)]. (4.14)
Soit A le générateur de {C(t)}. Alors D(A)W% et (Ax)(p) = x"(p) pour x € D(A). Soit b(p)

une fonction dans L'(R) mais n’appartenant pas ¢ L*(R).
Alors l'opérateur de multiplication B est défini par

(Bx)(p) = b(p)x(p)

chaque fois que le produit est également en LY(R). Puisque B est fermé et que D(B) D D(A),
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B satisfait la condition (By). De plus, nous avons que pour tout x € D(A)

1
| llsctyar < el

Par conséquent, B est un opérateur de classe (B). Mais, B est évidemment non borné si l’'on
suppose en outre que b(p) n’est pas dans L*(R).

L’exemple suivant montre que la réciproque du lemme (2.2.2) ne tient pas.

Exemple 4.4.4 [11]
Soit C[ — 00, 00] l’espace de toutes les fonctions bornées et continues sur R, de norme su-

premum. Sotent X = C[ — 0, oo] et {C(t)} la fonction cosinus définie par (4.14). Alors
D(A) = Cz[ — 090, 00] et (Ax)(p) = x"(p) pour x € D(A). Soit maintenant D(B) = Cl[ — 00, 00]
et posons (Bx)(p) = x'(p) pour x € D(B). Alors B satisfait la condition (By). Notant que
BS(t)x = C(t)x, on obtient

1
f IBs@aljdt < || .  xex
0

Soit ensuite h(p) une fonction dans Cy telle que h(p) =1 pour |p| <2 et 0 < h(p) < 1 pour
=1. Mas ,

Ipl > 2 . Posant x"(p) sin(nmp), on a une suite {xn} dans D(A) telle que ||x,

> |BC(t)x,(t)| = (g)(l + cos(2mt)) pour 0 <t <1, on obtient

1
f ||BC(t)x,
0

Ainsi , la condition (By) n’est pas satisfaite.

puisque ”BC(t)xn

nmn
dt > —
-2

Exemple 4.4.5 [}/
Soit X un espace de Banach et soit A un opérateur linéaire borné dans X.

Alors
b AktZk
= Z (2K)!
k=0

est une famille de cosinus fortement continue. La famille de sinus correspondante est donnée

par
Akt2k+l

S(t) = kZ:;‘ 2k + 1)!

SiX=R,a>0,etA: R — R est défini par Ax = ax , alors C(t) = cosh(ta) et
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S(t) = %\/t_\/;l). Si A : R — R est défini par Ax = —ax , alors C(t) = cos(t Va) et
a
_ sin(tva)
S(t) = Vi
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CONCLUSION

On a constaté que les semi-groupes fortement continus et les familles de cosinus sur un
espace de Banach sont uniquement caractérisés par leurs générateur respectifs, aussi on a
dégagé sept remarques :

(1) La mesurabilité des familles cosinus implique leur continuité, qu’il concerne 1’ensemble
de toutes les trajectoires d’une famille de cosinus.

(2) La convergence des familles de cosinus est en régle générale beaucoup plus réguliéres
que celles des semi-groupes.

(3) La convergence peut ne pas étre uniforme.

(4) Si une trajectoire d’une famille de cosinus bornée admet des limites a I'infini, alors elle
est constante.

(5) En dehors de I'espace de régularité, les familles de cosinus équicontinus échouent toujours
a converger fortement. Une déclaration des semi-groupes d’opérateurs n’est pas vraie.

(6) la riche théorie du comportement asymptotique des semi-groupes n’a pas d’équivalent
pour les familles de cosinus.

(7) Contrairement & la riche théorie des perturbations singuliéres des semi-groupes, la théo-
rie des perturbations singuliéres des familles de cosinus n’a pas d’objets d’étude : il
n’y a pas de suites de familles de cosinus qui convergent de maniére irréguliére.
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