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Résumer
Dans ce mémoire nous présentons un théorème afin de déterminer des nou-

velles fonctions génératrices de produits de certains nombres et polynômes or-
thogonaux. Le théorème proposé est basée sur les fonctions symétriques. où
l’utilisation de symétriseur δka1a2 sur la série

∑
n≥0

hn(a1, a2, ...an)b
n
1 t

n nous per-

met obtenir les fonctions génératrices de produits des nombres de k-Mersenne,
k-Mersenne -Lucas, Padovan, Jacobesthal -Padovanet les fonctions généra-
trices des produites des polynômes de Vieta Fibonacci, Vieta Lucas, Vieta
Pell et Vieta Pell -Lucas.
Mots-clés : Fonctions génératrices, fonctions symétriques, polynômes
orthogonaux.

Abstract
In this dissertation, we present a theorem in order to determine new gen-

erating functions of the products of some numbers and orthogonal polyno-
mials.The proposed theorem is based on the symmetric functions. Where by
making use the symmetrizing operator δka1a2 on the series

∑
n≥0

hn(a1, a2, ...an)b
n
1 t

n

a we gived the generating functions of the numbers of k-Mersenne numbers,
k-Mersenne -Lucas numbers , Padovan numbers, Jacobesthal -Padovanet
numbers end the generating functions of the products of Vieta Fibonacci
polynomials, Vieta Lucas polynomials, Vieta Pell polynomials et Vieta Pell
-lucas polynomials.
Keys-words: Generating functions, symmetric functions, orthogo-
nal .
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INTRODUCTION

Les fonctions génératrices sont un outil particulièrement utile dans l’étude de la com-
binatoire elles nous permettent en particulier d’appliquer les techniques de l’analyse
et de l’algèbre au problème de combinatoire, en particulier dans le contexte de récur-
rence.Plusieurs auteurs on déterminé les fonctions génératrice de certains nombres et
polynômes orthogonaux. Par exemple :
En 1962, Riordan [25] a déterminé la fonction génératrice des puissances des nombres de
Fibonacci. En 1994, D. Foata [17] a utilisé des techniques combinatoires pour déterminer
les fonctions génératrices des produits de nombres de Fibonacci ainsi que les polynômes
de Chebyshev depremière et de deuxième espèces.

Dans ([3] ;[11] ;[12] ;[13] ;[14] ;[15] ;[16] ;[8]) Boussayoud et al ont déterminé des nou-
veaux résultats à l’aide des opérateurs symétriques δka1a2 et δ−ka1a2

. Notre objectif dans
ce mémoire est d’obtenir de nouveaux résultats sur les fonctions génératrices des produits
de certains nombres et polynômes orthogonaux. En utilisant le concept des fonctions sy-
métriques. Ce mémoire est organisée dans trois chapitres :

Dans le premier chapitre, nous présentons des outils et préliminaires nécessaires à la
compréhension des chapitres suivants. Nous donnons tout d’abord quelques rappels sur sé-
riés formmelles, puis les relations des récurrences , ensuite nous définissons les polynômes
orthogonaux. Enfin dans la dernière partie de ce chapitre nous introduisons les fonctions
génératrices.

Dans le deuxième chapitre, nous rapelons les fonctions symétriques, ainsi que leurs
propriétés.

Dans le troisième chapitre, nous présentons des nouveaux résultats sur les fonctions
génératrices de produits des nombres de k-Fibonacci, k-Mersenne , k-Mersenne-Lucas et
les fonctions génératrices des produits les polynômes de Vieta Fibonacci, Vieta Lucas,
Vieta Pell et Vieta Pell Lucas.
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CHAPITRE1
NOTIONS PRÉLIMINAIRES

Dans ce chapitre, nous rappelons toutes les définitions et les notions de base ayant été
utilisées tout au long de ce mémoire, tout d’abord nous définitions les séries formelles,
puis les relations de récurrences, ensuite nous rappelons les polynômes orthogonaux. Enfin
nous présentons les fonctions génératrices ordinaires.

1.1 Séries formelles

Soit K un corps commutatif (K = R ou K = C).

Définition 1.1.1 : Les éléments de l’ensemble K[[t]] =

{ ∞∑
i=0

ant
n, an ∈ N

}
s’appellent

l’anneau des séries formelles (à une indéterminée) à coefficients dans K. Pour n ∈ N , tn
s’appelle le monôme de degré n et an est son coefficient.

– Notons C[[t]] l’ensemble des séries formelles à coefficients dans C.

– Notons R[[t]] l’ensemble des séries formelles à coefficients dans R.

Remarque 1.1.1 : K[t], l’ensemble des polynômes à coefficients dans K est un sous
ensemble de K[[t]].

1.1.1 Opérations sur les séries formelles

– Addition : Soient α(t) =
∑
n∈N

ant
n et β(t) =

∑
n∈N

bnt
n deux séries formelles, alors :

2



Notions Préliminaires

(α + β)(t) =
∑

n∈N
(an + bn)tn.

Exemple : Soient α(t) =
∑
n∈N

(−1)ntn , β(t) =
∑
n∈N

tn, alors :

(α + β)(t) =
∑

n∈N
((−1)n + 1)tn.

– Produit de convolution : Soient α(t) =
∑
n∈N

ant
n et β(t) =

∑
n∈N

bnt
n deux séries

formelles, alors :

(α.β)(t) =
∑

n∈N

(
n∑

k=0

akbn−k

)
tn.

Exemple : Soient α(t) =
∑
n∈N

tn =
1

1− t
, β(t) =

∑
n∈N

ntn =
t

(1− t)2
, alors :

(α.β)(t) =
∑

n∈N

n(n+ 1)

2
tn.

– Multiplication par un scalaire : β(t) =
∞∑
n=0

ktn est le produit de α(t) =
∑
n∈N

tn

par le scalaire k.

Exemple : β(t) =
∞∑
n=0

2tn est le produit de α(t) =
∑
n∈N

tn par 2.

– Dérivation : β(t) =
∞∑
n=o

(n + 1)an+1t
n est le résultat de la dérivation de α(t) =

∞∑
n=0

ant
n par apport à t.

Exemple :
−1

(1− t)2
est le résultat de la dérivation de

1

(1− t)
par apport à t.

– Intégration : β(t) =
∞∑
n=0

an
n+ 1

tn+1 est le résultat de l’intégration de la série

α(t) =
∞∑
n=0

ant
n.

Exemple : β(t) =
∞∑
n=0

(−1)n

n+ 1
tn+1 est le résultat de l’intégration de α(t) =

∞∑
n=0

(−1)ntn.

– Division : Soient α(t) =
∞∑
n=0

ant
n et β(t) =

∞∑
n=0

bnt
n deux séries formelles tels que

β(t) 6= 0, β(t) divise α(t) si et seulement s’il existe une série formelle ω(t) telle que :

α(t) = β(t)ω(t)

.

3



Notions Préliminaires

Proposition 1.1.1 : Toute série formelle α(t) =
∞∑
n=0

ant
n possède un opposé par l’addi-

tion qui est :

−α(t) =
∞∑

n=0

(−an)tn.

propriété 1.1.1 : Si α(t) et β(t) sont deux séries formelles non nulles alors, α(t)β(t)
non nulle aussi.

Preuve. : Soit α(t) =
∞∑
n=0

ant
n 6= 0⇔ ∃n1 ∈ N (le plus petit entier) ; tel que : an1 6= 0,

et soit β(t) =
∞∑
n=0

bnt
n 6= 0⇔ ∃n2 ∈ N (le plus petit entier) ; tel que : bn2 6= 0.

Alors :
α(t)β(t) =

∑
n∈N

(
n∑

k=0

akbn−k

)
tn = (an1bn2)t

n1+n2 +
∑

n>n1+n2∈N

(
n∑

k=0

akbn−k

)
tn.

On a : an1bn2 6= 0⇒ α(t)β(t) 6= 0.

1.1.2 Séries inversibles

Définition 1.1.2 [27] : Une sérieα(t) dans K[[t]] est dite inversible s’il existe une série
β(t) ∈ K[[t]] satisfaisant α(t)β(t) = β(t)α(t) = 1. On dit alors que β(t) est l’inverse de
α(t) .

Exemple 1.1.1 : La série
+∞∑
n=0

tn est l’inverse de 1− t .

En effet :

(
+∞∑
n=0

tn)(1− t) =
+∞∑
n=0

tn −
+∞∑
n=0

tn+1

= t0 +
+∞∑
n=1

tn −
+∞∑
n=1

tn

= 1.

Théorème 1.1.1 [36] : α(t) =
∞∑
n=0

ant
n ∈ K[[t]] est inversible pour la multiplication si et

seulement si a0 6= 0 .

Preuve. [36] : α(t) =
∞∑
n=0

ant
n est inversible dans K[[t]] si et seulement s’il existe α−1(t) =

(cn)n∈N dans K[[t]] tel que α(t)α−1(t) = 1, c’est-à-dire si et seulement si a0c0 = 1 et

∀n ∈ N∗,
n∑

j=0

ajcn−j = 0.

• Si α est inversible, comme a0c0 = 1, a0 est non nul.

4



Notions Préliminaires

• Réciproquement, si a0 est non nul, le système triangulaire d’équation





a0c0 = 1
a1c0 + a0c1 = 0
a2c0 + a1c1 + a0c2 = 0
...
anc0 + an−1c1 + · · ·+ a0cn = 0

a une unique solution .

Exemple 1.1.2 : La série
∑
n∈N

tn est inversible car a0 = 1 6= 0.

Proposition 1.1.2 : Si α(t) une série inversible, son inverse est unique.

Preuve. Soit α(t) une série inversible, β(t) et ω(t) deux inverses de α(t), alors :

α(t)β(t) = α(t)ω(t) = 1.

Donc :

ω(t)α(t)β(t) = ω(t)1,

d’où
β(t) = ω(t).

1.2 Relations de Récurrences

1.2.1 Relations de récurrences linéaires homogènes

On a besoin de rappeler quelques définitions de base concernant les relations de récur-
rences.

Définition 1.2.1 [34] : Une relation de récurrence est dite linéaire homogène d’ordre k
à coefficients constants si elle est de la forme :

an − c1an−1 − c2an−2 − · · · − ckan−k = 0. (1.1)

Où c1, c2, · · · , ck sont des nombres réels et ck non nuls.

Remarque 1.2.1 : Si ai = 0, ∀i ∈ [n−k, n] une solution de l’équation (1.1), elle s’appelle
solution triviale.

5



Notions Préliminaires

Remarque 1.2.2 : Soit an = tn est une solution de l’équation (1.1), avec an 6= 0, on
obtient alors :

tn − c1t
n−1 − · · · − cktn−k = 0,⇐⇒ tk − c1t

k−1 − · · · − ck = 0. (1.2)

Cette dernière équation est l’équation caractéristique de la relation de récurrence (1.1).

Définition 1.2.2 [26] : Soit la relation de récurrence linéaire homogène d’ordre k à co-
efficients constants.

an − c1an−1 − c2an−2 − · · · − ckan−k = 0. (1.3)

Le polynôme caractéristique correspondant est :

P (t) = tk − c1t
k−1 − · · · − ck. (1.4)

Théorème 1.2.1 [34] : Soient c1, c2, · · · , ck des nombres réels tels que ck est non nul.
Supposons que l’équation caractéristique :

tk − c1t
k−1 − · · · − ck = 0.

Admette k racines distinctes t1, t2 · · · , tk. Alors, une séquence an est une solution de la

relation de récurrence :

an = c1an−1 + c2an−2 + · · ·+ ckan−k.

Si et seulement si

an = α1t
n
1 + α2t

n
2 + · · ·+ αkt

n
k , ∀n = 0, 1, 2, · · · , (1.5)

où α1, α2, · · · , αk sont des constantes réelles.

Exemple 1.2.1 : Soit la récurrence de la suite de Fibonacci :




Fn = Fn−1 + Fn−2, n ≥ 2

F0 = 0, F1 = 1.

L’équation caractéristique est : t2 − t− 1 = 0 qui a pour racines simples

t1 = 1+
√

5
2

et t2 = 1−
√

5
2

. La solution générale est donc de la forme Fn = λ1t
n
1 + λ2t

n
2 .

Les valeurs de λ1 et λ2 étant fournies par les conditions initiales : λ1 = 1√
5
et λ2 = −1√

5
.

Finalement :

Fn =
1√
5

((
1 +
√

5

2

)n

−

(
1−
√

5

2

)n)
.

6



Notions Préliminaires

Exemple 1.2.2 : Soit la relation de récurrence suivante :




un = 5un−1 − 6un−2,
u0 = 2,
u1 = 5.

L’équation caractéristique associée est : t2 − 5t+ 6 = 0.

Cette dernière équation admette deux racines simple t1 = 2, t2 = 3,

alors d’après le théorème précédent la solution générale s’écrit sous la forme suivante :

un = α1(2)n + α2(3)n.

Déterminer les valeurs de α1, α2 :

Pour n = 0⇒ α1 + α2 = 2,

Pour n = 1⇒ 2α1 + 3α2 = 5.

On obtient :

{
α1 = 1,
α2 = 1.

Donc :
un = 2n + 3n.

1.2.2 Relations de récurrences linéaires d’ordre 2

Fibonacci généralisée (Gn)n∈N est définie par la relation de récurrence suivante :




Gn = pGn−1 + qGn−2, n ≥ 2

G0 = α,G1 = β.
(1.6)

Avec p, q ∈ R+ et α, β ∈ C[5].

Alors la fonction génératrice associée à (Gn)n∈N est donnée par :

G(t) =
α + (β − pα)t

1− pt− qt2
.

Lemme 1.2.1 [5] : Soit t2−pt−q = 0, l’équation caractéristique associée à (1.6). Alors :

1. Si l’équation caractéristique admet deux solutions réelles distinctes t1 et t2 la solu-
tion générale de (1.6) est donnée par :

Gn =
λ1t

n
1 − λ2t

n
2

t1 − t2
,

avec λ1 = β − αt2 et λ2 = β − αt1.

7



Notions Préliminaires

2. Si l’équation caractéristique admet une solution double t dons R, la solution générale
de (1.6) est donnée par :

Gn = (c1 + c2n)tn,

avec c1 = α et c2 =
β − αt
t

.

Preuve.
On a l’équation caractéristique associée à la relation (1.6) est :

t2 − pt− q = 0.

1. Si t1 6= t2 les racines de cette équation, alors :

t1 =
p+

√
p2 + 4q

2
, t2 =

p−
√
p2 + 4q

2
.

Par conséquent, la solution générales est :

Gn = c1t
n
1 + c2t

n
2 .

Les constantes c1 et c2 sont déterminées par les conditions initiales comme suit :




G0 = c1 + c2 = α,

G1 = c1t1 + c2t2 = β.

En résolvant ce système à deux équations et deux inconnues, on obtient :




c1 =
β − αt2
t1 − t2

,

c2 =
αt1 − β
t1 − t2

.

La solution finale est :

Gn =
λ1t

n
1 + λ2t

n
2

t1 − t2
,

avec λ1 = β − αt2 et λ2 = β − αt1.

2. Si l’équation caractéristique de la relation (1.6) admet une racine double t, alors :

t =
1

2
p.

Par conséquent, la solution générale

Gn = (c1 + c2n)tn.

Les constantes c1 et c2 sont déterminées par les conditions initiales comme suit :




G0 = c1 = α,

G1 = (c1 + c2)t = β.

8
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En résolvant ce système à deux équations et deux inconnues, on obtient :





c1 = α,

c2 =
β − αt
t

.

La solution final est :

Gn = (c1 + c2n)tn,

avec c1 = α et c2 =
β − αt
t

.

Définition 1.2.3 [19] : Les nombres de k-Fibonacci sont définis par la relation de récur-
rence suivante :





Fk,n = kFk,n−1 + Fk,n−2, ∀n ≥ 2

Fk,0 = 1, Fk,1 = 1.
(1.7)

Les premiers termes des nombres de k-Fibonacci sont donnés par [19] :

Fk,0 = 1,

Fk,1 = 1,

Fk,2 = k + 1,

Fk,3 = k2 + k + 1,

Fk,4 = k3 + k2 + 2k + 1,

Fk,5 = k4 + k3 + 3k2 + 2k + 1,

Fk,6 = k5 + 4k3 + 3k2 + 3k + 1.

La forme de Binet s’écrit :

Fk,n =
1√

k2 + 4

((
k +
√
k2 + 4

2

)n

−

(
k −
√
k2 + 4

2

)n)
. (1.8)

Définition 1.2.4 [21] : Les nombres de k-Mersenne sont définis par la relation de récur-
rence suivante :





Mk,n = 3kMk,n−1 − 2Mk,n−2,∀n ≥ 2

Mk,0 = 0,Mk,1 = 1.
(1.9)

9
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Les premiers termes des nombres de k-Mersenne sont donnés par :

Mk,0 = 0,

Mk,1 = 1,

Mk,2 = 3k,

Mk,3 = 9k2 − 2,

Mk,4 = 27k3 − 12k,

Mk,5 = 81k4 − 54k2 − 4,

Mk,6 = 243k5 − 216k3 + 12k.

La forme de Binet s’écrit :

Mk,n =
tn1 − tn2
t1 − t2

, (1.10)

avec :

t1 =
3k +

√
9k2 − 8

2
et

r2 =
3k −

√
9k2 − 8

2
.

Définition 1.2.5 [21] : Les nombres de k-Mersenne-Lucas sont définis par la relation de
récurrence suivante :





mk,n = 3kmk,n − 2mk,n−2,∀n ≥ 1

mk,0 = 2,mk,1 = 3k.
(1.11)

Les premiers termes des nombres de k-Mersenne-Lucas sont donnés par :

mk,0 = 2,

mk,1 = 3k,

mk,2 = 9k2 − 4,

mk,3 = 27k3 − 18k,

mk,4 = 81k4 − 72k2 + 8.

La suite (mk,n)n∈N , une relation de récurrence d’ordre 2, l’équation caractéristique est
donné par :

t2 − 3kt+ 2 = 0.

10
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La forme de Binet s’écrit :
mk,n = tn1 + tn2 , (1.12)

tell que t1 > t2, avec :

t1 =
3k +

√
9k2 − 8

2

et

t2 =
3k −

√
9k2 − 8

2
.

• Pour k = 1, On a :

Définition 1.2.6 : Les nombres de Fibonacci sont définis par la relation de récurrence
suivante :





Fn = Fn−1 + Fn−2,∀n ≥ 2

F0 = 1, F1 = 1.
(1.13)

Les premiers termes des nombres de Fibonacci sont donnés par :

{F0 = 1, F1 = 1, F2 = 2, F3 = 3, F4 = 5, F5 = 8, F6 = 12}.

La forme de Binet s’écrit :

Fn =
1√
5

((
1 +
√

5

2

)n

−

(
1−
√

5

2

)n)
. (1.14)

Définition 1.2.7 : Les nombres de Mersenne sont définis par la relation de récurrence
suivante :





Mn = 3Mn−1 − 2Mn−2,∀n ≥ 2

M0 = 0,M1 = 1.
(1.15)

Les premiers termes des nombres de Mersenne sont donnés par :

{M0 = 0,M1 = 1,M2 = 3,M3 = 7,M4 = 15,M5 = 23,M6 = 39}.

La forme de Binet s’écrit :

Mn =
tn1 − tn2
t1 − t2

= 2n − 1, (1.16)

avec : t1 = 2 et t2 = 1.

11
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Définition 1.2.8 [21] : Les nombres de Mersenne-Lucas sont définis par la relation de
récurrence suivante :





mn = 3mn−1 − 2mn−2,∀n ≥ 1

m0 = 2,m1 = 3.
(1.17)

Les premiers termes des nombres de Mersenne-Lucas sont donnés par :

{m0 = 2,m1 = 3,m2 = 5,m3 = 9,m4 = 18}.

La suite (mn)n∈N , une relation de récurrence d’ordre 2, l’équation caractéristique est donné
par :

t2 − 3t+ 2 = 0.

La forme de Binet s’écrit :

mn = tn1 + tn2 , (1.18)

tell que t1 > t2, avec :

t1 = 2

et
t2 = 1.

Proposition 1.2.1 [21] : Les n-émies termes des nombres de k-Mersenne-Lucas d’indice
négatif sont donnés par :

mk,−n =
1

2n
mk,n.

Proposition 1.2.2 [37] : Les nombres de Mersenne-Lucas d’indice négatif sont donnés
par :

m−n =
1

2n
mn.

1.2.3 Relations de récurrences linéaires d’ordre 3

La suit de Fibonacci de troisième ordre généralisé (Wn)n∈N est définie par la relation
de récurrence suivante :





Wn = aWn−1 + bWn−2 + cWn−3, n ≥ 3

W0 = α,W1 = β,W2 = γ.
(1.19)

avec a, b, c ∈ R et α, β ∈ R+[39].

De la relation de récurrence(1.19) on obtient l’équation caractéristique t3−at2−bt−c = 0,
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qui admet pour solutions t1, t2 et t3 telles que :




t1 = a
3

+ A+B,

t2 = a
3

+ wA+ wB,

t3 = a
3

+ w2A+ wB.

Avec :




A =

(
a3

27
+
ab

6
+
c

2
+
√

∆

) 1
3

,

B =

(
a3

27
+
ab

6
+
c

2
−
√

∆

) 1
3

,

∆ =
a3c

27
− a2b2

108
+
abc

6
− b3

27
+
c2

4
.

et w =
−1 + i

√
3

2
.

La forme de Binet s’écrit :

W (n) =
R

(t1 − t2)(t1 − t2)
tn1 +

S

(t1 − t2)(t2 − t3)
tn2 −

T

(t1 − t3)(t2 − t3)
tn3 .

Avec : 



R = γ − (t2 + t3)β + t2t3α,

S = γ − (t1 + t3)β + t1t3α,

T = γ − (t1 + t2)β + t1t2α.

Les exemples ci-dessous sont des relations des récurrences associées à la relation (1.19)

1. Pour a = 0, b = c = 1 et α = β = γ = 1, nous obtenons la suit de Padovane
(Pn)n∈N[41, 42] :





P
(3)
n = P

(3)
n−2 + P

(3)
n−3, n ≥ 3

P
(3)
0 = P

(3)
1 = P

(3)
2 = 1,

{
P

(3)
n

}
= {1, 1, 1, 2, 2, 3, 4, 5, 7, 9, 12, 16, 21, 28, 37, ...} .

(1.20)

La forme de Binet s’écrit[31] :

P (3)
n =

(t2 − 1)(t3 − 1)

(t1 − t2)(t1 − t3)
tn1 +

(t1 − 1)(t3 − 1)

(t2 − t1)(t2 − t3)
tn2 +

(t1 − 1)(t2 − 1)

(t3 − t1)(t3 − t2)
tn3 .
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Avec :




t1 =
3

√
9 +
√

69

18
+

3

√
9−
√

69

18
,

t2 = w
3

√
9 +
√

69

18
+ w

3

√
9−
√

69

18
,

t3 = w
3

√
9 +
√

69

18
+ w

3

√
9−
√

69

18
.

Avec W =
−1 + i

√
3

2
.

2. Pour a = 1, c = 1, b = 0, et α = 0, β = γ = 1, nous obtenons la suite de Nayarana
(Nn)n∈N[35] :





N
(3)
n = N

(3)
n−1 +N

(3)
n−3, n ≥ 3.

N
(3)
0 = 0, N

(3)
1 = N

(3)
2 = 1,

{
N

(3)
n

}
= {0, 1, 1, 1, 2, 3, 4, 6, 9, 13, 19, 28, 41, ...} .

(1.21)

La forme de Binet s’écrit :

N (3)
n =

1

(t1 − t2)(t1 − t3)
tn+1
1 +

1

(t2 − t1)(t2 − t3)
tn+1
2 +

1

(t3 − t1)(t3 − t2)
tn+1
3 .

Avec :




t1 =
1

3

(
1 + 3

√
2

29 + 3
√

93
+

3

√
29 + 3

√
93

2

)
,

t2 =
1

3

(
1− w 3

√
2

29 + 3
√

93
+ w2 3

√
29 + 3

√
93

2

)
,

t3 =
1

3

(
1− w2 3

√
2

29 + 3
√

93
− w 3

√
29 + 3

√
93

2

)
.

Avec : w =
1 + i

√
3

2
.

3. Pour a = b = 1, c = 2 et α = 0, β = γ = 1, nous obtenons la suite de Jacobsthal de
troisième ordre (Jn)n∈N[23] :





J
(3)
n+3 = J

(3)
n+2 + J

(3)
n+1 + 2J

(3)
n , n ≥ 0.

J
(3)
0 = 0, J

(3)
1 = J

(3)
2 = 1,

{
J

(3)
n

}
= {0, 1, 1, 2, 5, 9, 18, 37, 73, 146, 293...} .

(1.22)
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La forme de Binet s’écrit[32] :

J (3)
n =

2

7
2n +

3 + 2i
√

3

21
wn

1 −
3− 2i

√
3

21
wn

2 .

Avec :

w1 =
−1 + i

√
3

2
et w2 = w1.

4. Pour a = 0, b = 1, c = 2 et α = β = γ = 1, nous obtenons la suit de Jacobsthal-
Padovane (JPn)n∈N[22] :





JPn = JPn−2 + 2JPn−3, n ≥ 3

JP0 = JP1 = JP2 = 1,

{JPn} = {1, 1, 1, 3, 3, 5, 9, 11, 19, 29, 41, ...} .

(1.23)

5. Pour a = 0, b = c = 1 et α = 3, β = 0, γ = 2, nous obtenons la suit de Perin
(Rn)n∈N[22] :





Rn = Rn−2 +Rn−3, n ≥ 3

R0 = 3, R1 = 0, R2 = 2,

{Rn} = {3, 0, 2, 3, 2, 5, 5, 7, 10, 12, 17, ...} .

(1.24)

6. Pour a = 0, b = 2, c = 1 et α = 3, β = 0, γ = 2, nous obtenons la suit de Pell-Perin
(PRn)n∈N[22] :





PRn = 2PRn−2 + PRn−3, n ≥ 3

PR0 = 3, PR1 = 0, PR2 = 2,

{PRn} = {3, 0, 2, 3, 4, 8, 11, 20, 30, 51, 80, ...} .

(1.25)

7. Pour a = 0, b = c = 1 et α = β = 0, γ = 1, nous obtenons la suit de Padovan-Perin
(Sn)n∈N[22] :





Sn = Sn−2 + Sn−3, n ≥ 3

S0 = S1 = 0, S2 = 1,

{Sn} = {0, 0, 1, 0, 1, 1, 1, 2, 2, 3, 4, ...} .

(1.26)

1.3 Polynômes orthogonaux

Dans cette section, nous donnons les définitions des polynômes orthogonaux utiles
dans cette mémoire.
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Théorème 1.3.1 [6] : Toute relation de récurrences des suites des polynômes (Pn(x))n∈N
de deuxième ordre sont des polynômes orthogonaux.

Théorème 1.3.2 [6] : Soit (Pn(t))n∈N une suite de polynômes normalisée c-à-d :

Pn(t) = tn + an−1t
n−1 + an−2t

n−2 + an−3t
n−3 + ...

Alors, (Pn(t))n∈N est une suite de polynômes orthogonaux normalisée si et seulement s’il
existe deux suites de nombres complexes (αn)n∈N et (βn)n∈N vérifiant la relation de récur-
rence suivante :





Pn+1(t) = (t− αn)Pn(t)− βnPn−1(t),∀n ≥ 0

P−1(t) = 0, P0(t) = 1.

Théorème 1.3.3 [6] : Soit (Pn(t))n∈N une suite de polynôme orthogonaux, alors les deux
assertions suivantes sont équivalentes :

1. Pn(−t) = (−1)nPn(t).

2. Pn+1(t) = tPn(t)− βnPn−1(t), P−1(t) = 0, P0(t) = 1, ∀n ≥ 0.

Définition 1.3.1 [33] : Les polynômes de Tchebychev de la première espèce Tn(x) sont
des polynômes en x de degré n définis à l’aide de la relation suivante :

cos(nθ) = Tn(x), avec x = cos(θ).

Pour tout x dans [−1, 1], alors θ appartient à [0,Π].
Les premiers termes des polynômes de Tchebychev de la première espèce Tn(x) sont donnés
par [6] :

T0(x) = 1,

T1(x) = x,

T2(x) = 2x2 − 1,

T3(x) = 4x3 − 3x,

T4(x) = 8x4 + 8x2 + 1,

T5(x) = 16x5 − 20x3 + 5x,

T6(x) = 32x6 − 48x4 + 18x2 − 1,

T7(x) = 64x7 − 112x5 + 56x3 − 7x.

Définition 1.3.2 [30] : Les polynômes de Tchebychev de la première espèce Tn(x) véri-
fiant la relation de récurrence d’ordre deux suivante :





Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x),∀n ≥ 1.

T0(x) = 1, T1(x) = x.
(1.27)
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Définition 1.3.3 [33] : Les polynômes de Tchebychev de la deuxième espèce Un(x) sont
des polynômes en x de degré n définis à l’aide de la relation suivante :

sin(n+ 1)θ

sin θ
= Un(x), avec x = cos θ.

Pour tout x dans [−1, 1], alors θ appartient à [0,Π].

Les premiers termes des polynômes de la deuxième espèce sont donnés par [6] :

U0(x) = 1,

U1(x) = 2x,

U2(x) = 4x2 − 1,

U3(x) = 8x3 − 4x,

U4(x) = 16x4 − 12x2 + 1,

U5(x) = 32x5 − 32x3 + 6x,

U6(x) = 64x6 − 80x4 + 24x3 − 1,

U7(x) = 128x7 − 192x5 + 80x3 − 8x.

Définition 1.3.4 [30] : Les polynômes de Tchebychev de la deuxième espèce Un(x) véri-
fiant la relation de récurrence d’ordre deux suivante :





Un(x) = 2xUn−1 + Un−2,∀n ≥ 2

U0(x) = 1, U1(x) = 2x.
(1.28)

Définition 1.3.5 [33] : Les polynômes de Tchebychev de la troisième espèce Vn(x) sont
des polynômes en x de degré n définis à l’aide de la relation suivante :

cos(n+ 1
2
)θ

cos(1
2
)θ

= Vn(x), avec, x = cos θ.

Pour tout x dans [−1, 1], alors θ appartient à [0,Π].

Les premiers termes des polynômes de Tchebychev de la troisième espèce Vn(x) sont don-
nés par [6] :

V0(x) = 1,

V1(x) = 2x− 1,

V2(x) = 4x2 − 2x− 1,

V3(x) = 8x3 − 4x2 − 4x+ 1,

V4(x) = 16x4 − 8x3 − 12x2 + 4x+ 1,

V5(x) = 32x5 − 16x4 − 32x3 + 12x2 + 6x− 1,

V6(x) = 64x6 − 32x5 − 80x4 + 32x3 + 24x2 − 6x− 1,

V7(x) = 128x7 − 64x6 − 192x5 + 80x4 + 80x3 − 24x2 − 8x+ 1.

17



Notions Préliminaires

Définition 1.3.6 [30] : Les polynômes de Tchebychev de la troisième espèce Vn(x) véri-
fiant la relation de récurrence d’ordre deux suivante :





Vn(x) = 2xVn−1(x)− Vn−2(x),∀n ≥ 2

V0(x) = 1, V1(x) = 2x− 1.
(1.29)

Définition 1.3.7 [33] : Les polynômes de Tchebychev de la quatrième espèce Wn(x) sont
des polynômes en x de degré n définis à l’aide de la relation suivante :

sin(n+ 1
2
)θ

sin(1
2
)θ

= Wn(x), avec, x = cos θ.

Pour tout x dans [−1, 1], alors θ appartient à [0,Π] .

Les premiers termes des polynômes de Tchebychev de la quatrième espèce Wn(x) sont
donnés par [6] :

W0(x) = 1,

W1(x) = 2x+ 1,

W2(x) = 4x2 + 2x− 1,

W3(x) = 8x3 + 4x2 − 4x− 1,

W4(x) = 16x4 + 8x3 − 12x2 − 4x− 1,

W5(x) = 32x5 + 16x4 − 32x3 − 12x2 + 6x+ 1,

W6(x) = 64x6 + 32x5 − 80x4 − 32x3 + 24x2 + 6x− 1,

W7(x) = 128x7 + 64x6 − 192x5 − 80x4 + 80x3 + 24x2 − 8x− 1.

Définition 1.3.8 [30] : Les polynômes de Tchebychev de la quatrième espèce Wn(x) vé-
rifiant la relation de récurrence d’ordre deux suivante :





Wn(x) = 2xWn−1 −Wn−2,∀n ≥ 2

W0(x) = 1,W1(x) = 2x+ 1.
(1.30)

Définition 1.3.9 [28] : Les polynômes de vieta Fibonacci (vn(x))n∈N sont définis par la
relation de récurrence suivante :





vn(x) = xvn−1(x)− vn−2(x),∀n ≥ 2

v0(x) = 0, v1(x) = 1.
(1.31)

Définition 1.3.10 [28] : Les polynômes de vieta Lucas (un(x))n∈N sont définis par la
relation de récurrence suivante :





un(x) = xun−1(x)− un−2(x), ∀n ≥ 2

u0(x) = 2, u1(x) = x.
(1.32)
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Définition 1.3.11 [40] : Les polynômes de vieta Pell (tn(x))n∈N sont définis par la rela-
tion de récurrence suivante :





tn(x) = 2xtn−1(x)− tn−2(x),∀n ≥ 2

t0(x) = 0, t1(x) = 1.
(1.33)

Définition 1.3.12 [40] : Les polynômes de vieta Pell Lucas (sn(x))n∈N sont définis par
la relation de récurrence suivante :





sn(x) = 2xsn−1(x)− sn−2(x), ∀n ≥ 2.

s0(x) = 2, s1(x) = 2x.
(1.34)

1.4 Les fonctions génératrices ordinaires

Définition 1.4.1 [26] : La fonction génératrice ordinaire (FGO) de la suite :

(an)n∈N = (a0, a1, a2, · · · ),

est définie par :

G(t) =
∞∑

n=0

ant
n. (1.35)

Exemple 1.4.1

– La FGO de (1, 1, 1, · · · ) est :

G(t) =
∞∑

n=0

tn = 1 + t+ t2 + t3 + · · · = 1

1− t
.

– La FGO de la suite (2n) est :

G(t) =
∞∑
n=0

(2n)tn.

= 1 + 2t+ 22t2 + · · ·+ 2ntn.

.

Le théorème suivant nous permettre d’obtenir la FGO d’une suite obtenue en faisant une

opération simple (addition, multiplication, etc...)sur une ou plusieurs suites dont connait

les fonctions génératrices ordinaires.

Théorème 1.4.1 [26] : Soient A(t) la FGO de (an)n∈N, et B(t) la FGO de (bn)n∈N, alors :
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1. A(t) +B(t) est la FGO de (an + bn)n∈N .

2. tA(t) est la FGO de (0, a0, a1, a2, · · · , an−1, · · · ) .

3. A′(t) est la FGO de (a1, 2a2, 3a3, · · · , (n+ 1)an+1, · · · ) .

4. A(t)B(t) est la FGO de (a0, a0b1 + a1b0, a0b2 + a1b1 + a2b0, · · · ) .

5. (1− t)A(t) est la FGO de (a0, a1 − a0, a2 − a1, · · · , an − an−1, · · · ) .

Preuve.

1. A(t) +B(t) =
∞∑
n=0

ant
n +

∞∑
n=0

bnt
n =

∞∑
n=0

(an + bn)tn .

2. tA(t) = t
∞∑
n=0

ant
n =

∞∑
n=0

ant
n+1 = 0 +

∞∑
n=1

an−1t
n .

3. A′(t) =

( ∞∑
n=0

ant
n

)′
=
∞∑
n=1

nant
n−1 =

∞∑
n=0

(n+ 1)an+1t
n.

4.

A(t)B(t) = (a0 + a1t+ a2t
2 + · · · )(b0 + b1t+ b2t

2 + · · · ).

= a0b0 + (a0b1 + a1b0)t+ (a0b2 + a1b1 + a2b0)t2 + · · ·

=
∞∑

n=0

(
n∑

k=0

akb
n−k
)
tn.

5. Si B(t) est la FGO de (1, -1, 0, 0,...), alors (1 − t)A(t) = A(t)(1 − t) = A(t)B(t).

est la FGO de :

a0, a0(−1) + a1(1)︸ ︷︷ ︸

´=a1−a0

, ..., a0bn + a1bn−1 + · · ·︸ ︷︷ ︸
=́0

+ an−1(−1) + an(1)︸ ︷︷ ︸
´=an−an−1

, ...


 .

Théorème 1.4.2 [5] : Soit la suite(Gn)n∈N définie par la relation de récurrence suivante :




Gn = pGn−1 + qGn−2, n ≥ 2

G0 = α,G1 = β.
(1.36)

Avec p, q ∈ R∗+ et α, β ∈ C.

Alors la fonction génératrice associée à (Gn)n∈N est donnée par :

G(t) =
α + (β − pα)t

1− pt− qt2
. (1.37)
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Preuve. On a :

G(t) =
∞∑

n=0

Gnt
n

= G0 +G1t+
∞∑

n=2

Gnt
n

= α + βt+
∞∑

n=2

(pGn−1 + qGn−2)tn

= α + βt+ pt
∞∑

n=2

Gn−1t
n−1 + qt2

∞∑

n=2

Gn−2t
n−2

= α + βt+ pt
∞∑

n=1

Gnt
n + qt2

∞∑

n=0

Gnt
n

= α + βt+ pt

( ∞∑

n=0

Gnt
n − α

)
+ qt2

∞∑

n=0

Gnt
n

= α + (β − αp)t+ ptG(t) + qt2G(t).

Alors :

G(t)(1− pt− qt2) = α + (β − pα)t.

D’où :

G(t) =
α + (β − pα)t

1− pt− qt2
.

D’après le théorème précédant on déduit les fonctions génératrices suivantes :

1. Pour α = k, β = q = 1, p = k, nous obtenons la fonction génératrice des nombres
de k-Fibonacci :

G(t) =
1

1− kt− t2
.

2. Pour α = 0, β = 1, p = 3k, q = −2, nous obtenons la fonction génératrice de nombre
de k-Mersenne :

G(t) =
t

1− 3kt+ 2t2
.

3. Pour α = 2, β = p = 3k, q = −2, nous obtenons la fonction génératrice de nombre
de k-Mersenne-Lucas :

G(t) =
2− 3kt

1− 3kt+ 2t2
.

• Pour k = 1 dans les relations précédentes on obtient les fonctions génératrices suivantes :

− La fonction génératrice des nombres de Fibonacci est donnée par :

G(t) =
1

1− t− t2
.
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− La fonction génératrice de Mersenne est donnée par :

G(t) =
t

1− 3t+ 2t2
.

− La fonction génératrice de Mersenne-Lucas est donnée par :

G(t) =
2− 3t

1− 3t+ 2t2
.

Théorème 1.4.3 [5] : Soit la suite (Wn)n∈N définie par la relation de récurrence sui-
vante : 




Wn = aWn−1 + bWn−2 + cWn−3, n ≥ 3

W0 = α,W2 = β,W3 = γ.
(1.38)

Avec a, b, c ∈ R et α, β, γ ∈ C. Alors la fonction génératrice associée à (Wn)n∈N est donnée
par :

G(t) =
α + (β − αa)t+ (γ − βa− bα)t2

1− at− bt2 − ct3
. (1.39)

Preuve.

G(t) =
∞∑

n=0

Wnt
n

= W0 +W1t+W2t
2 +

∞∑

n=3

(aWn−1 + bWn−2 + cWn−3)tn

= α + βt+ γt2 + at
∞∑

n=3

Wn−1t
n−1 + bt2

∞∑

n=3

Wn−2t
n−2 + ct3

∞∑

n=3

Wn−3t
n−3

= α + βt+ γt2 + at
∞∑

n=2

Wnt
n + bt2

∞∑

n=1

Wnt
n + ct3

∞∑

n=0

Wnt
n

= α + βt+ γt2 + at

( ∞∑

n=0

Wnt
n − α− βt

)
+ bt2

( ∞∑

n=0

Wnt
n − α

)
+ ct3

∞∑

n=0

Wnt
n

= α + βt+ γt2 + at
∞∑

n=0

Wnt
n − αat− aβt2 + bt2

∞∑

n=0

Wnt
n − αbt2 + ct3

∞∑

n=0

Wnt
n

= α + βt+ γt2 + atG(t)− αat− aβt2 + bt2G(t)− αbt2 + ct3G(t).

Alors :

G(t)(1− at− bt2 − ct3) = α + (β − αa)t+ (γ − βa− bα)t2.

D’où :

G(t) =
α + (β − αa)t+ (γ − βa− bα)t2

1− at− bt2 − ct3
.

D’après le théorème précédant on déduit les fonctions génératrices suivantes :
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1. Pour α = β = γ = 1, a = 0, b = c = 1, nous obtenons la fonctions génératrice de la
suite (Pn)n∈N :

G(t) =
1 + t

1− t2 − t3
.

2. Pour α = 0, β = γ = 1, a = c = 1, b = 0, nous obtenons la fonctions génératrice de

la suite (Nn)n∈N :

G(t) =
t

1− t− t3
.

3. Pour α = 0, β = γ = 1, a = b = 1, c = 2, nous obtenons la fonctions génératrice de

la suite (Jn)n∈N :

G(t) =
t

1− t− t2 − 2t3
.

4. Pour α = β = γ = 1, a = 0, b = 1, c = 2, nous obtenons la fonctions génératrice de

la suite (JPn)n∈N :

G(t) =
1 + t

1− t2 − 2t3
.

5. Pour α = 3, β = 0, γ = 4, a = 0, b = c = 1, nous obtenons la fonctions génératrice
de

la suite (Rn)n∈N :

G(t) =
3− t2

1− t2 − t3
.

6. Pour α = 3, β = 0, γ = 10, a = 0, b = 2, c = 1, nous obtenons la fonctions génératrice
de

la suite (PRn)n∈N :

G(t) =
3− 4t2

1− 2t2 − t3
.

7. Pour α = β = 0, γ = 1, a = 0, b = c = 1, nous obtenons la fonctions génératrice de

la suite (Sn)n∈N :

G(t) =
t2

1− 2t2 − t3
.

Théorème 1.4.4 [5] : Soit la suite (Pn(x))n∈N définie par la relation de récurrence sui-
vante :





Pn(x) = pxPn−1(x) + qPn−2(x), n ≥ 2

P0(x) = α, P1(x) = βx+ γ.
(1.40)

Avec p, q ∈ R et α, β, γ ∈ C, alors la fonction génératrice associée à (Pn(x))n∈N :

G(t) =
α + ((β − αp)x+ γ)t

1− pxt− qt2
. (1.41)
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Preuve.
On a

G(t) =
∞∑

n=0

GPn(x)tn

= P0(x) + P1(x)t+
∞∑

n=2

Pn(x)tn

= α + (βx+ γ)t+ px

∞∑

n=2

Pn−1(x)tn + q

∞∑

n=2

Pn−2(x)tn

= α + (βx+ γ)t+ pxt

∞∑

n=2

Pn−1(x)tn−1 + qt2
∞∑

n=0

Pn(x)tn

= α + (βx+ γ)t+ pxt

( ∞∑

n=0

Pn(x)tn − α

)
+ qt2

∞∑

n=0

Pn(x)tn

= α + (βx+ γ)t+ pxt

∞∑

n=0

Pn(x)tn − pxαt+ qt2
∞∑

n=0

Pn(x)tn

= α + ((β − αp)x+ γ)t+ pxtG(t) + qt2G(t),

alors

G(t)(1− pxt− qt2) = α + ((β − αp)x+ γ)t.

Donc

G(t) =
α + ((β − αp)x+ γ)t

1− pxt− qt2
.

D’après le théorème précédent nous déduit les fonctions génératrices suivants :

1. Pour α = β = 0, γ = p = 1, q = −1, nous obtenons la fonction génératrice associée

à (vn(x))n∈N [7] :

G(t) =
t

1− xt+ t2
.

2. Pour α = 2, β = 1, γ = 0, p = 1, q = −1, nous obtenons la fonction génératrice

associée à (un(x))n∈N [7] :

G(t) =
2− xt

1− xt+ t2
.

3. Pour α = β = 0, γ = 1, p = 2, q = −1, nous obtenons la fonction génératrice associée

à (tn(x))n∈N [7] :

G(t) =
t

1− 2xt+ t2
.
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4. Pour α = 2, β = γ = 0, p = 1, q = −1, nous obtenons la fonction génératrice associée

à (sn(x))n∈N [7] :

G(t) =
2− 2xt

1− xt+ t2
.

5. Pour α = 1, β = 1, γ = 0, p = 2, q = −1, la fonctions génératrice des polynômes de

Tchebychev de la première espèce Tn(x) est[29] :

G(t) =
1− xt

1− 2xt+ t2
.

6. Pour α = 1, β = 2, γ = 0, p = 2, q = −1, la fonctions génératrice des polynômes de

Tchebychev de la deuxième espèce Un(x) est[29] :

G(t) =
1

1− 2xt+ t2
.

7. Pour α = 1, β = 2, γ = −1, p = 2, q = −1, la fonctions génératrice des polynômes

de Tchebychev de la troisième espèce Vn(x) est[29] :

G(t) =
1− t

1− 2xt+ t2
.

8. Pour α = 1, β = 2, γ = 1, p = 2, q = −1, la fonctions génératrice des polynômes de

Tchebychev de la quatrième espèce Wn(x) est[29] :

G(t) =
1 + t

1− 2xt+ t2
.
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CHAPITRE2
FONCTIONS SYMÉTRIQUES

Dans ce chapitre nous définissons les fonctions symétriques élémentaires, complètes et
sommes de puissances et nous rappelons quelques propriétés sur ces fonctions.

2.1 Équations du second degré
Considérons l’équation du second degré : t2 = t+ 1.

Posons :

M =




1 1

1 0


 ,

cette matrice est appelée :”matrice compagnon” du polynôme P (t) = t2 − t− 1.

D’autre part, définissons la suite(un) par la relation de récurrence :



un+1

un


 =M




un

un−1


 ,

et par les valeurs initiales : u0 = 0 et u1 = 1. On a alors :



un+1

un


 =




1 1

1 0






un

un−1


 ,
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Donc :

(1)
un+1 = un + un−1,

et :

(2) 

un+1

un


 = Mn



u1

u0


 = Mn




1

0


 . (2.1)

On recherchons les valeurs propres par à la daigonalisation de la matrice M :
∣∣∣∣∣∣

1− λ 1

1 −λ

∣∣∣∣∣∣
=λ2 − λ− 1.

On à PM (λ)=0,

Donc les valeurs propres sont : λ1 =
1 +
√

5

2
et λ2 =

1−
√

5

2
.

Les valeurs propres de la matrice M sont donc les racines de l’équation t2 = t+ 1.
On recherchons les vecteurs propres :




1 1

1 0





x

y


 = λi



x

y


 ( i = 1 ou i = 2 ) ;

Donc :



.
x+ y =

1 +
√

5

2
x

x =
1 +
√

5

2
y

et





x+ y =
1−
√

5

2
x

x =
1−
√

5

2
y

Ces deux équations équivalent à : x = λiy.

Donc les vecteurs propres de M sont proportionnel à

~v1 =




1 +
√

5

2

1


 et ~v2 =




1−
√

5

2

1


 .

Remarquons que :

M ~v1 =
1 +
√

5

2
~v1=




3 +
√

5

2

1 +
√

5

2


 et Mn ~v1 =

(
1 +
√

5

2

)n

~v1 =




(
1 +
√

5

2

)n+1

(
1 +
√

5

2

)n




;
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M ~v2 =
1−
√

5

2
~v2=




3−
√

5

2

1 +
√

5

2


 et Mn ~v2 =

(
1−
√

5

2

)n

~v2 =




(
1−
√

5

2

)n+1

(
1−
√

5

2

)n




;

Pour passer de la vecteurs propres à la base canonique, on utilisent la matrice




1 +
√

5

2

1−
√

5

2

1 1




et pour passer de la base canonique à la base vecteurs propres, on utilisera la
matrice inverse qui est :

1√
5




1 −1−
√

5

2

−1
1 +
√

5

2




Nous supposerons, pour le moment : λ1 6= λ2, et même, plus précisément : |λ1| > |λ2|
Donc :

M =
1√
5




1 +
√

5

2

1−
√

5

2
1 1







1 +
√

5

2
0

0
1−
√

5

2







1 −1−
√

5

2

−1
1 +
√

5

2




et :

Mn =
1√
5




1 +
√

5

2

1−
√

5

2
1 1







(
1 +
√

5

2

)n

0

0

(
1−
√

5

2

)n







1 −1−
√

5

2

−1
1 +
√

5

2


 =




(
1 +
√

5

2

)n+1

−

(
1−
√

5

2

)n+1

√
5

−

(
1 +
√

5

2

)n

−

(
1−
√

5

2

)n

√
5

(
1 +
√

5

2

)n

−

(
1−
√

5

2

)n

√
5

−

(
1 +
√

5

2

)n−1

−

(
1−
√

5

2

)n−1

√
5




.

28



Fonctions symétriques

2.2 Fonctions symétriques

Définition 2.2.1 [9] : Une fonction f(x1, x2, · · · , xn), en n variables est symétriques si
pour toutes permutations de l’ensemble d’indice (1, 2, · · · , n) l’égalité suivante est vérifiée :

f(x1, x2, · · · , xn) = f(xs(1), xs(2), · · · , xs(n)).

Exemple 2.2.1 :

• La fonction f(x1, x2) = x3
1x2 + x3

2x1 est symétrique, car f(x2, x1) = x3
2x1 + x3

1x2 =
f(x1, x2).

• La fonction h(x1, x2) = x1x2 + x2
1 n’est pas symétrique, car h(x2, x1) = x2x1 + x2

2 6=
h(x1, x2).

propriété 2.2.1 : Lorsque les fonctions sont à valeurs réelles ou complexes, les fonctions

symétriques forment une sous-algèbre de l’algèbre des fonctions à n variables, c’est-à-dire :

• La somme de deux fonctions symétriques est encore une fonction symétrique.

• Le produit de deux fonctions symétriques est encore une fonction symétrique.

• Toute fonction rationnelle symétrique(sur un corps commutatif) est le quotient de deux
polynômes symétriques

2.2.1 Fonctions symétriques élémentaires

Définition 2.2.2 [9] : On appelle k-ième fonctions symétriques élémentaires ek(λ1, λ2, ..., λn)
la fonction définie par :

e
(n)
k = ek(λ1, λ2, · · · , λn) =

∑

i1+i2+···+in=k

λi11 λ
i2
2 · · ·λinn , 0 ≤ k ≤ n , (2.2)

avec i1, i2, · · · , in = 0 ou 1.

Exemple 2.2.2 : Pour une équation de degré 2 (n = 2, racines :λ1 et λ2), on a :




e0 = 1,
e1 = λ1 + λ2,
e2 = λ1λ2.

Exemple 2.2.3 : Pour une équation de degré 3 (n = 3, racines : λ1, λ2 et λ3), on a :




e0 = 1,
e1 = λ1 + λ2 + λ3,
e2 = λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3,
e3 = λ1λ2λ3.
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Proposition 2.2.1 [20] : Soit e(n)
k est une fonction symétrique élémentaire, alors :

1) e(n+1)
k = λn+1e

(n)
k−1 + e

(n)
k .

2) e(n)
k = λne

(n−1)
k−1 + λn−1e

(n−2)
k−1 + · · ·+ λn−ie

(n−i−1)
k−1 .

Proposition 2.2.2 [27] : On peut également définir les k-ièmes fonctions élémentaires
comme les coefficients du développement en série formelle :

E(t) =
∑

k≥0

ekt
k =

n∏

i=1

(1 + λit) , (2.3)

avec ek(λ1, λ2, · · · , λn) s’annule pour k > n .

Preuve. On a :

e
(n)
k = ek(λ1, λ2, · · · , λn) =

∑

i1+i2+···+in=k

λi11 λ
i2
2 · · ·λinn , avec e

(n)
k = 0 si k > n.

Montrons que
∑

k≥0

ekt
k =

n∏

i=1

(1 + λit) .

Pour n = 2, on a :
2∏

i=1

(1 + λit) = (1 + λ1t)(1 + λ2t)

= 1 + (λ1 + λ2)t+ λ1λ2t
2

= e0 + e1t+ e2t
2

=
2∑

k=0

ekt
k.

Supposons que la propriété est vraie pour n :

∑

k≥0

ekt
k =

n∏

i=1

(1 + λit).

Et montrons que la propriété est vraie pour n+ 1 :

n+1∑

k=0

ekt
k =

n+1∏

i=1

(1 + λit).
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On a :
n+1∏
i=1

(1 + λit) =
n∏

i=1

(1 + λit)(1 + λn+1t)

=

(
n∑

k=0

ekt
k

)
(1 + λn+1t)

=
n∑

k=0

ekt
k + λn+1

n∑
k=0

ekt
k+1

=
n∑

k=0

ekt
k + λn+1

n∑
k=1

ek−1t
k

=
n∑

k=0

ekt
k + λn+1

n∑
k=0

ek−1t
k

=
∑
k≥0

e
(n)
k tk + λn+1

∑
k≥0

e
(n)
k−1t

k

=
∑
k≥0

(
e

(n)
k + λn+1e

(n)
k−1

)
tk

=
∑
k≥0

e
(n+1)
k tk

=
n+1∑
k=0

ekt
k.

2.2.2 Fonctions symétriques complètes

Définition 2.2.3 [9] : On définit également les fonctions symétriques complètes hk(λ1, λ2, ..., λn)
des racines de la façon suivante :

h
(n)
k = hk(λ1, λ2, · · · , λn) =

∑

i1+i2+···+in=k

λi11 λ
i2
2 · · ·λinn . (2.4)

avec : i1, i2, · · · , in ≥ 0.

Exemple 2.2.4 : Pour une équation de degré 2 (n = 2, racines : λ1 et λ2), on a :





h0 = 1,
h1 = λ1 + λ2,
h2 = λ2

1 + λ1λ2 + λ2
2,

h3 = λ3
1 + λ3

2 + λ2
1λ2 + λ2

2λ1,
...
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Exemple 2.2.5 : Pour une équation de degré 3 (n = 3, racines :λ1, λ2 et λ3), on a :




h0 = 1,
h1 = λ1 + λ2 + λ3,
h2 = λ2

1 + λ2
2 + λ2

3 + λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3,
h3 = λ3

1 + λ3
2 + λ3

3 + λ2
1λ2 + λ2

1λ3 + λ2
2λ1 + λ2

2λ3 + λ2
3λ1 + λ2

3λ2 + λ1λ2λ3,
...

Proposition 2.2.3 [20] : Soit h(n)
k est une fonction symétrique complète, alors :

1) h(n+1)
k = λn+1h

(n+1)
k−1 + h

(n)
k .

2) h(n+1)
k = λkn+1 + λk−1

n+1h
(n)
1 + λk−2

n+1h
(n)
2 + λk−3

n+1h
(n)
3 + · · ·+ λn+1h

(n)
k−1 + h

(n)
k .

Proposition 2.2.4 [27] : On peut également définir les k-ièmes fonctions symétrique
complètes comme les coefficients du développement en série formelle :

H(t) =
∑

k≥0

hkt
k =

1
n∏

i=1

(1− λit)
. (2.5)

Preuve. On a :
∑

k≥0

h
(n)
k = hk(λ1, λ2, · · · , λn) =

∑

i1+i2+···+in=k

λi11 λ
i2
2 · · ·λinn .

Pour n = 2, on a :
∑
k≥0

h
(2)
k tk = h

(2)
0 + h

(2)
1 t+ h

(2)
2 t+ · · ·

= 1 + (λ1 + λ2)t+ (λ2
1 + λ1λ2 + λ2

2)t2 + · · ·

= (1 + λ1t+ λ2
1t

2 + · · · )(1 + λ2t+ λ2
2t

2 + · · · )

=

(
∑
k≥0

(λ1t)
k

)(
∑
k≥0

(λ2t)
k

)

=
1

(1− λ1t)(1− λ2t)

=
1

2∏
i=1

(1− λit)
.

Supposons que la propriété est vraie pour n :
∑

k≥0

h
(n)
k tk =

1
n∏

i=1

(1− λit)
.
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et montrons que la propriété est vraie pour n+ 1 :

∑

k≥0

h
(n+1)
k tk =

1
n+1∏
i=1

(1− λit)
.

On a :
h

(n+1)
k = λn+1h

(n+1)
k−1 + h

(n)
k .

Alors ∑
k≥0

h
(n+1)
k tk =

∑
k≥0

(
λn+1h

(n+1)
k−1 + h

(n)
k

)
tk

= λn+1

∑
k≥0

h
(n+1)
k−1 tk +

∑
k≥0

h
(n)
k tk

= λn+1

∑
k≥0

h
(n+1)
k−1 tk +

∑
k≥0

h
(n)
k tk

= λn+1t
∑
k≥0

h
(n+1)
k tk +

∑
k≥0

h
(n)
k tk,

donc ∑

k≥0

h
(n+1)
k tk − λn+1t

∑

k≥0

λn+1
k tk =

∑

k≥0

hnkt
k,

alors ∑

k≥0

h
(n+1)
k tk(1− λn+1t) =

∑

k≥0

λnkt
k,

donc ∑

k≥0

h
(n+1)
k tk(1− λn+1t) =

1
n∏

i=1

(1− λit)
,

alors
∑
k≥0

h
(n+1)
k tk =

(1− λit)−1

n∏
i=1

(1− λit)

=
1

n+1∏
i=1

(1− λit)
.

2.2.3 Fonctions sommes de puissances

Définition 2.2.4 [38] : Soit k un entier positif, on appelle un k-ième somme de puissance,
la fonction symétrique définie par :

P
(n)
k =

∑

i≥1

λki . (2.6)
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Exemple 2.2.6 : La fonction somme de puissances P 3
2 sur un alphabet à 3 lettres est :

P
(3)
2 (λ1, λ2, λ3) = λ2

1 + λ2
2 + λ2

3.

Proposition 2.2.5 [38] Les k -iémes fonctions sommes de puissances peuvent également
définit comme les

coefficients du développement en série de :

Pk(t) =
∑
k≥1

pkt
(k−1) =

∂

∂t
logH(t),

=
∑
i≥1

λi
1− λit

.

Preuve. On a :

logH(t) = log
∏
i

1

1− λit

=
∑
i≥1

log
1

1− λit
∂

∂t
logH(t) =

∑
i≥1

λi
(1− λit)

=
∑
i≥1

λi
∑
i≥1

(λit)
k

=
∑
i≥1

∑
k≥1

λki t
k−1

=
∑
i≥1

Pkt
k−1.

2.3 Relations entre les fonctions symétriques

Proposition 2.3.1 [27] : Soient E(t), H(t) et P (t) trois fonctions symétriques, alors :
1. H(t).E(−t) = 1.

2. P (t) =
H ′(t)

H(t)
.

3.
∏
i≥1

1

(1− λit)
= exp

∑
n≥1

Pn(λ)
tn

n
.

Preuve.

1. On a :
E(t) =

∑
k≥0

ekt
k =

∏
i≥1

(1 + λit).

E(−t) =
∑
k≥0

ek(−t)k =
∏
i≥1

(1− λit).

H(t) =
∑
k≥0

hkt
k =

∏
i≥1

(1− λit)−1.
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donc

H(t).E(−t) =

(∏

i≥1

(1− λit)−1

)(∏

i≥1

(1− λit)

)
= 1.

2. On a
H ′(t)

H(t)
=

∂

∂t
logH(t)

=
∂

∂t
log
∏
i≥1

1

(1− λit)

=
∑
i≥1

∂

∂t
log

1

(1− λit)

=
∑
i≥1

λi
(1− λit)

=
∑
i≥1

λi
∑
j≥0

(λit)
j

=
∑
i≥1

∑
j≥0

λj+1
i tj.

On pose : j = n-1, alors

H ′(t)

H(t)
=
∑
i≥1

∑
n≥1

λni t
n−1

=
∑
n≥1

Pnt
n−1

= P (t).

3. On a
log

(∏
i≥1

1

(1− λit)

)
=
∑
i

log

(
1

(1− λit)

)

=
∑
i≥1

∑
n≥1

λni t
n

n

=
∑
n≥1

Pn(λ)
tn

n
.

d’où ∏
i≥1

1

(1− λit)
= exp

∑
n≥1

Pn(λ)
tn

n
. .

2.4 Quelques propriétés sur les fonctions symétriques

Définition 2.4.1 [5] :On appelle alphabet tout ensemble de caractère fini.

Définition 2.4.2 [9] Considérons l’alphabet E2 = {e1, e2}, et on définit la fonction sy-
métrique Sn associée par :

Sn(E2) = Sn(e1 + e2) =
en+1

1 − en+1
2

e1 − e2

, (2.7)
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avec :
S0(E2) = h0 = 1,

S1(E2) = h1 = e1 + e2,

S2(E2) = h2 = e2
1 + e1e2 + e2

2,

=
...

Définition 2.4.3 [1] : Soient A et B deux alphabets, on note Sj(A−B) les coefficients
de la série rationnelle suivante :

∏
b∈B

(1− bt)
∏
a∈A

(1− at)
=
∞∑

j=0

Sj(A−B)tj, (2.8)

avec Sj(A−B) = 0, pour n < 0.

Proposition 2.4.1 [9] : Si A est de cardinal 1 (c’est-à-dire A = {x}), alors :
∏
b∈B

(1− bt)

(1− xt)
= 1 + · · ·+ tj−1Sj−1(x−B) + tj

Sj(x−B)

(1− xt)
. (2.9)

Preuve. D’après (2.4.3) on a :

∏
b∈B

(1− tb)

(1− xt)
=
∞∑

j=0

Sj(x−B)tj,

alors :
∞∑
j=0

Sj(x−B)tj = 1 + · · ·+ Sj−1(x−B)tj−1 + Sj(x−B)tj + Sj+1(x−B)tj+1 + · · ·

= 1 + · · ·+ Sj−1(x−B)tj−1 + tj(Sj(x−B) + Sj+1(x−B)t+ · · · )
= 1 + · · ·+ Sj−1(x−B)tj−1 + tj(Sj(x−B) + xSj(x−B)t+ · · · )
= 1 + · · ·+ Sj−1(x−B)tj−1 + tjSj(x−B)(1 + xt+ x2t2 + · · · )

= 1 + · · ·+ tj−1Sj−1(x−B) + tj
Sj(x−B)

(1− xt)
.

Donc ∏
b∈B

(1− bt)

(1− xt)
= 1 + · · ·+ tj−1Sj−1(x−B) + tj

Sj(x−B)

(1− xt)
.

Proposition 2.4.2 [2] : Considérons successivement le cas A = φ ouB = φ, on obtient
la factorisation

∞∑

j=0

Sj(A−B)tj =
∞∑

j=0

Sj(A)tj
∞∑

j=0

Sj(−B)tj.
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Si B = φ, on obtient
∞∑

j=0

Sj(A)tj =
1∏

a∈A
(1− at)

.

Si A = φ, on obtient
∞∑

j=0

Sj(−B)tj =
∏

b∈B
(1− bt).

Alors
∞∑

j=0

Sj(A)tj
∞∑

j=0

Sj(−B)tj =

∏
b∈B

(1− bt)
∏
a∈A

(1− at)
,

c’est-à-dire
∞∑

j=0

Sj(A−B)tj =
∑

j≥0

(
n∑

k=0

Sj−k(A)Sk(−B)

)
tj.
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CHAPITRE3
QUELQUES APPLICATIONS SUR
LES FONCTIONS SYMÉTRIQUES

Dans ce chapitre nous présentons un théorème basé sur les fonctions symétriques.
Ce théorème nous permet d’obtenir des nouvelles fonctions génératrices de produit des
nombres de k-Fibonacci, Narayana, k-Mersenne, k-Mersenne-Lucas, Padovan-Perin, Ja-
cobsthal de troisième ordre, Jacobsthal-Padovan . Ainsi que les fonctions génératrices des
produits des polynômes de Vieta Fibonacci, Vieta Lucas, Vieta Pell et Vieta Pell Lucas .

3.1 Définitions et notations

Définition 3.1.1 [9] : Soit f une fonction sur Rn, la différence divisée est définie par :

∂ai,ai+1
(f) =

f(a1, ..., ai, ai+1, ..., an)− f(a1, ..., ai−1, ai+1, ai, ..., an)

ai − ai+1

. (3.1)

Définition 3.1.2 [9] : Nous définissons le symétriser δka1a2, par :

δka1a2f(a1) =
ak1f(a1)− ak2f(a2)

a1 − a2

, k ∈ N. (3.2)

Remarque 3.1.1 : Si f(a1) = a1, dans l’équation (3.2), on obtient :

δka1a2f(a1) = hk(a1, a2).
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Proposition 3.1.1 [20] Soit A = {a1, a2}, on définit l’opérateur δka1a2 , par :

δka1a2f(a1) = hnk−1(a1, a2)f(a1) + ak2∂a1a2f(a1),

pour tout k ∈ K.

3.2 Formule principale

Théorème 3.2.1 [2] : Etant donnés deux alphabets A = {a1, a2, ..., an} et B = {b1, b2},
alors :

∞∑

n=0

h(n)
n (a1, a2, ...an)h

(2)
k+n−1(b1, b2)tn.

=

k−1∑
n=0

Sn(−A)bn1b
n
2h

(2)
k−n−1(b1, b2)tn − (b1b2t)

k
∞∑
n=0

Sn+k+1(−A)h
(2)
n (b1, b2)tn+1

(
∞∑
n=0

Sn(−A)(b1t)n)(
∞∑
n=0

Sn(−A)(b2t)n)
. (3.3)

Preuve.

Soient
∞∑
n=0

Sn(A)tn et
∞∑
n=0

Sn(−A)tn, deux séries telles que :

∞∑

n=0

Sn(A)tn
∞∑

n=0

Sn(−A)tn = 1.

Soit

f(b1) =
∞∑

n=0

h(n)
n (a1, a2, ...an)bn1 t

n,

alors le premier membre de la formule(3.3), s’écrit :

δkb1b2f(b1) = δkb1b2

( ∞∑
n=0

h
(n)
n (a1, a2, ...an)bn1 t

n

)

=
∞∑
n=0

h
(n)
n (a1, a2, ...an)h

(2)
k+n−1(b1, b2)tn.

Posons :
f(e1) =

1
∞∑
n=0

Sn(−A)bn1 t
n

,
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alors :

∂b1b2f(b1) =
1

b1 − b2




1
∞∑
n=0

Sn(−A)bn1 t
n

− 1
∞∑
n=0

Sn(−A)bn2 t
n




=
1

b1 − b2




∞∑
n=0

Sn(−A)bn2 t
n −

∞∑
n=0

Sn(−A)bn1 t
n

( ∞∑
n=0

Sn(−A)bn1 t
n

)( ∞∑
n=0

Sn(−A)bn2 t
n

)




=

∞∑
n=0

Sn(−A)
bn2 − bn1
b1 − b2

tn

( ∞∑
n=0

Sn(−A)bn1 t
n

)( ∞∑
n=0

Sn(−A)bn2 t
n

)

= −

∞∑
n=0

Sn(−A)h
(2)
n−1(b1, b2)tn

( ∞∑
n=0

Sn(−A)bn1 t
n

)( ∞∑
n=0

Sn(−A)bn2 t
n

) .

D’après la proposition 3.1.1, on déduit :

δkb1b2f(b1) =
h2
k−1(b1, b2)

∞∑
n=0

Sn(−A)bn1 t
n

− bk2

∞∑
n=0

Sn(−A)h
(2)
n−1(b1, b2)tn

( ∞∑
n=0

Sn(−A)bn1 t
n

)( ∞∑
n=0

Sn(−A)bn2 t
n

)

=

∞∑
n=0

Sn(−A)
[
bn2h

(2)
k−1(b1, b2)− bk2h

(2)
n−1(b1, b2)

]
tn

( ∞∑
n=0

Sn(−A)bn1 t
n

)( ∞∑
n=0

Sn(−A)bn2 t
n

)

=

k−1∑
n=0

Sn(−A)
[
bn2h

(2)
k−1(b1, b2)− bk2h2

n−1(b1, b2)
]
tn

( ∞∑
n=0

Sn(−A)bn1 t
n

)( ∞∑
n=0

Sn(−A)bn2 t
n

)

+

∞∑
n=k+1

Sn(−A)
[
bn2h

(2)
k−1(b1, b2)− bk2h

(2)
n−1(b1, b2)

]
tn

( ∞∑
n=0

Sn(−A)bn1 t
n

)( ∞∑
n=0

Sn(−A)bn2 t
n

)

=

k−1∑
n=0

Sn(−A)(bn1b
n
2 )h

(2)
k−n−1(b1, b2)tn − (b1b2t)

k
∞∑
n=0

Sn+k+1(−A)h
(2)
n (b1, b2)tn+1

( ∞∑
n=0

Sn(−A)bn1 t
n

)( ∞∑
n=0

Sn(−A)bn2 t
n

) .
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Proposition 3.2.1 [24] :Pour tout entier naturel n on a :

Fk,−n = (−1)n+1Fk,n

3.3 Applications

3.3.1 Le cas de A = {a1, a2} et B = {1, 0} :

Lemme 3.3.1 [18] : Étant donné un alphabet A = {a1, a2}, alors :

∞∑

n=0

hn(a1, a2)tn =
1∏

a∈A
(1− at)

. (3.4)

D’après le lemme précédent on déduit la relation suivante :

∞∑

n=0

hn−1(a1, a2)tn =
t∏

a∈A
(1− at)

. (3.5)

- En remplaçant a2 par (−a2)dans les équations (3.4)(3.5) en obtient :

∞∑

n=0

hn(a1, [−a2])tn =
1

(1− a1t)(1 + a2t)
. (3.6)

∞∑

n=0

hn−1(a1, [−a2])tn =
t

(1− a1t)(1 + a2t)
. (3.7)

• L’utilisation de la spécialisation suivante
{
a1 − a2 = 3k
a1a2 = −2

, dans les formule (3.6)

et (3.7), nous donne les propositions et les corolaires suivants :

Proposition 3.3.1 :∀n ∈ N , la fonction génératrice des nombres de k-Mersenne
est donnée par :

∞∑

n=0

hn−1(a1, [−a2])tn =
t

1− 3kt+ 2t2
. (3.8)

Corollaire 3.3.1 ∀n ∈ N , on a :

Mk,n = hn−1(a1, [−a2]).

Proposition 3.3.2 :∀n ∈ N , la fonction génératrice des nombres de k-Mersenne-
Lucas est donnée par :

∞∑

n=0

(2hn(a1, [−a2])− 3khn−1(a1, [−a2]))tn =
2− 3kt

1− 3kt+ 2t2
. (3.9)
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Corollaire 3.3.2 ∀n ∈ N , on a :

mk,n = 2hn(a1, [−a2])− 3khn−1(a1, [−a2]).

• Posons k = 1 dans les propositions précédentes on obtient les propositions sui-
vantes :

Proposition 3.3.3 [10] :∀n ∈ N , la fonction génératrice des nombres de Mersenne
est donnée par :

∞∑

n=0

hn−1(a1, [−a2])tn =
t

1− 3t+ 2t2
. (3.10)

Corollaire 3.3.3 ∀n ∈ N , on a :

Mn = hn−1(a1, [−a2]).

Proposition 3.3.4 [37] :∀n ∈ N , la fonction génératrice des nombres de Mersenne-
Lucas est donnée par :

∞∑

n=0

(2hn(a1, [−a2])− 3hn−1(a1, [−a2]))tn =
2− 3t

1− 3t+ 2t2
. (3.11)

Corollaire 3.3.4 ∀n ∈ N , on a :

mn = 2hn(a1, [−a2])− 3hn−1(a1, [−a2]).

• D’après les relation (3.6) et(3.7) on obtient le tableau suivant :

a1 − a2 a1a2 Coefficients de tn Fonctions génératrices

x -1 Vn(x)
t

1− xt+ t2

x -1 un(x)
2− xt

1− xt+ t2

2x -1 tn(x)
t

1− 2xt+ t2

2x -1 sn(x)
1− 2xt

1− 2xt+ t2

Table 1 : Fonction génératrices de certains polynômes.

3.3.2 Le cas de A = {a1, a2, a3} et B = {1, 0} :
Lemme 3.3.2 [5] : Étant donné un alphabet A = {a1, a2, a3}, alors :

∞∑

n=0

hn(a1, a2, a3)tn =
1∏

a∈A
(1− at)

(3.12)

•D’après le lemme précédent on déduit les relations suivantes :

∞∑

n=0

hn−1(a1, a2, a3)tn =
t∏

a∈A
(1− at)

(3.13)
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∞∑

n=0

hn−2(a1, a2, a3)tn =
t2∏

a∈A
(1− at)

(3.14)

avec :
∏
a∈A

(1− at) = 1− (a1 + a2 + a3)t+ (a1a2 + a1a3 + a2a3)t2 − a1a2a3t
3

= 1− e1(a1, a2, a3)t+ e2(a1, a2, a3)t2 − e3(a1, a2, a3)t3

• D’après les relations (3.12),(3.13) et (3.14) on obtient le tableau suivant[22] :

e1(a1, a2, a3) e2(a1, a2, a3) e3(a1, a2, a3) Coefficients de tn Fonctions génératrices

0 −1 1 Pn
1 + t

1− t2 − t3

0 −1 1 Rn
3− t2

1− t2 − t3

0 −2 1 PRn
3− 4t2

1− 2t2 − t3

0 −1 2 JPn
1 + t

1− t2 − 2t3

1 0 1 Nn
t

1− t− t3

1 −1 2 J
(3)
n

t

1− t− t2 − 2t3

0 −1 1 Sn
t2

1− t2 − t3

Table 2 :Fonctions génératrices de certains nombres.

3.3.3 Le cas de A = {a1, a2} et B = {b1, b2}, k = 1, 2 :

Lemme 3.3.3 [5] : Étant donnés deux alphabets A = {a1, a2} et B = {b1, b2},
alors :

∞∑

n=0

h(2)
n (a1, a2)h

(2)
n−1(b1, b2)tn =

(a1 + a2)t− a1a1(b1 + b2)t2∏
a∈A

(1− ab1t)
∏
a∈A

(1− ab2t)
. (3.15)

Lemme 3.3.4 [5] : Étant donnés deux alphabets A = {a1, a2} et B = {b1, b2},
alors :

∞∑

n=0

h(2)
n (a1, a2)h(2)

n (b1, b2)tn =
1− a1a2b1b2t

2

∏
a∈A

(1− ab1t)
∏
a∈A

(1− ab2t)
. (3.16)

−D’après le lemme précédent on déduit la proposition suivante :

Proposition 3.3.5 [5] : Étant donnés deux alphabets A = {a1, a2} et B = {b1, b2},
alors :

∞∑

n=0

h
(2)
n−1(a1, a2)h

(2)
n−1(b1, b2)tn =

t− a1a2b1b2t
3

∏
a∈A

(1− ab1t)
∏
a∈A

(1− ab2t)
. (3.17)

− En remplaçant a2 par (−a2) et b2 par (−b2) dans les relations (3.15)(3.16) et
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(3.17) on obtient les fonctions génératrices suivantes :
∞∑

n=0

h(2)
n (a1, [−a2])h

(2)
n−1(b1, [−b2])t

n =
(a1 − a2)t+ a1a2(b1 − b2)t

2

(1− a1b1t)(1 + a1b2t)(1 + a2b1t)(1− a2b2t)
.

(3.18)

∞∑

n=0

h(2)
n (a1, [−a2])h

(2)
n (b1, [−b2])t

n =
1− a1a2b1b2t

2

(1− a1b1t)(1 + a1b2t)(1 + a2b1t)(1− a2b2t)
. (3.19)

∞∑

n=0

h
(2)
n−1(a1, [−a2])h

(2)
n−1(b1, [−b2])tn =

t− a1a2b1b2t
3

(1− a1b1t)(1 + a1b2t)(1 + a2b1t)(1− a2b2t)
.

(3.20)
avec :

(1− a1b1t)(1 + a1b2t)(1 + a2b1t)(1− a2b2t)

= 1− (a1 − a2)(b1 − b2)t− [a1a2((b1 − b2)2 + 2b1b2) + b1b2(a1 − a2)2]t2

−a1a2b1b2(a1a2)(b1 − b2)t3 + a2
1a

2
2b

2
1b

2
2t

4.

• D’après les relation (3.18), (3.20) on obtient les tableaux suivants :

a1 − a2 b1 − b2 a1a2 b1b2 Coefficients de tn Fonctions génératrices

x y −1 −1 Vn(x)Vn(y)
t− t3

1− xyt+ (y2 + x2 − 2)t2 + yt3 + t4

y x −1 −1 Vn(x)vn(y)
t(2y − x− 2xt− xt2)

1− yxt+ (y2 + x2 − 2)t2 + xt3 + t4

x 2y −1 −1 Vn(x)tn(y)
t− t3

1− 2xyt+ (4y2 + x2 − 2)t2 + 2yt3 + t4

2y x −1 −1 Vn(x)sn(y)
2t(2y − x− xt+ xt2)

1− 2yxt+ (x2 + 4y2 − 2)t2 + xt3 + t4

2x 2y −1 −1 tn(x)tn(y)
t− t3

1− 4xyt+ (4y2 + 4x2 − 2)t2 + 2yt3 + t4

x 2y −1 −1 tn(x)vn(y)
t(x− 4yt+ xt2)

1− 2xyt+ (4y2 + x2 − 2)t2 + 2yt3 + t4

2y 2x −1 −1 tn(x)sn(y)
(t(4y − x− 4xt+ xt2)

1− 4yxt+ (4y2 + 4x2 − 2)t2 + 2xt3 + t4

Table 3 : Fonctions génératrices des produits de certains polynômes.

a1 − a2 b1 − b2 a1a2 b1b2 Coefficients de tn Fonctions génératrices

k 3k 1 −2 Fk,nMk,n
t(1 + 2t2)

1− 3k2t− (7k2 − 4)t2 + 6kt3 + 4t4

k 3k 1 −2 Fk,nmk,n
2− 3k2t+ (4− 9k2)t2

1− 3k2t− (7k2 − 4)t2 + 6kt3 + 4t4

3k 3k −2 −2 Mk,nmk,n
3kt(1− 4t+ 4t2)

1− 9k2t+ (36k2 − 8)t2 + 24t3 + 16t4

Table 4 : Fonctions génératrices des produits de certains nombres .

− Pour k = 1 le tableau ci-dessus devient :
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a1 − a2 b1 − b2 a1a2 b1b2 Coefficients de tn Fonctions génératrices

1 3 1 −2 FnMn
t+ 2t3

1− 3t− 3t2 + 6t3 + 4t4

1 3 1 −2 Fnmn
2− 3t− 5t2

1− 3t− 3t2 + 6t3 + 4t4

3 3 −2 −2 Mnmn
3t− 12t2 + 12t3

1− 9t+ 28t2 + 24t3 + 16t4

Table 5 : Fonctions génératrices des produits de certains nombres .
• D’après les relation (3.18), (3.19) et (3.20) on obtient le tableau suivants :

a1 − a2 b1 − b2 a1a2 b1b2 Coefficients de tn Fonctions génératrices

k x 1 −1 Fk,nVn(x)
kt+ xt2

1− kxt− (x2 − 2− k2)t2 + xt3 + t4

k 2x 1 −1 Fk,ntn(x)
kt+ 2xt2

1− kxt− (4x2 − 2− k2)t2 + 2xt3 + t4

3k x −2 −1 Mk,nVn(x)
t− 2t3

1− 3kxt+ (2x2 − 4 + 9k2)t2 + 4xt3 + 4t4

k x 1 −1 Fk,nvn(x)
2− kxt+ (2− x2)t2

1− 2kxt− (4x2 − 2− k2)t2 + 2xt3 + t4

k 2x 1 −1 Fk,nsn(x)
2− 2kxt+ (2− 4x2)t2

1− kxt− (x2 − 2− k2)t2 + xt3 + t4

3k x −2 1 mk,nVn(x)
3kt− 4xt2 − 6kt3

1− 3kxt+ (2x2 + 4− 9k2)t2 − 4xt3 + 4t4

3k 2x −2 1 mk,ntn(x)
3kt− 8xt2 − 6kt3

1− 6kxt+ (8x2 + 4− 9k2)t2 − 8xt3 + 4t4

x 3k −1 −2 Mk,nvn(x)
xt− 6kt2 + 2xt3

1− 3kxt+ (2x2 − 4 + 9k2)t2 + 6kt3 + 4t4

3k 2x −2 −1 Mk,ntn(x)
t− 2t3

1− 6kxt+ (8x2 − 4 + 9k2)t2 + 8xt3 + 4t4

2x 3k −1 −2 Mk,nsn(x)
2xt− 6kt2 + 4xt3

1− 6kxt+ (8x2 − 4− 9k2)t2 + 6kt3 + 4t4

Table 6 : Fonctions génératrices des produits de certains nombres et polynômes.

− Pour k = 1 le tableau ci-dessus devient :

45



Quelques applications sur les fonctions symétriques

a1 − a2 b1 − b2 a1a2 b1b2 Coefficients de tn Fonctions génératrices

1 x 1 −1 FnVn(x)
t+ xt2

1− xt− (x2 − 3)t2 + xt3 + t4

1 2x 1 −1 Fntn(x)
t+ 2xt2

1− xt− (4x2 − 3)t2 + 2xt3 + t4

3 x −2 −1 MnVn(x)
t− 2t3

1− 3xt+ (2x2 + 5)t2 + 4xt3 + 4t4

1 x 1 −1 Fnvn(x)
2− xt+ (2− x2)t2

1− 2xt− (4x2 − 3)t2 + 2xt3 + t4

1 2x 1 −1 Fnsn(x)
2− 2t+ (2− 4x2)t2

1− 2xt− (4x2 − 3)t2 + 2xt3 + t4

3 x −2 1 mnVn(x)
3t− 4xt2 − 6t3

1− 3xt+ (2x2 − 5)t2 − 4xt3 + 4t4

3 2x −2 1 mntn(x)
3t− 8xt2 − 6t3

1− 6xt+ (8x2 − 5)t2 − 8xt3 + 4t4

x 3 −1 −2 Mnvn(x)
xt− 6t2 + 2xt3

1− 3xt+ (2x2 + 5)t2 + 6t3 + 4t4

3 2x −2 −1 Mntn(x)
t− 2t3

1− 6xt+ (8x2 + 5)t2 + 8xt3 + 4t4

2x 3 −1 −2 Mnsn(x)
2xt− 6t2 + 4xt3

1− 6xt+ (8x2 + 5)t2 + 6t3 + 4t4

Table 7 : Fonctions génératrices des produits de certains nombres et polynômes.

3.3.4 Le cas de A = {a1, a2, a3} et B = {b1, b2}, k = 1, 2 :

Lemme 3.3.5 [17] : Étant donnés deux alphabets A = {a1, a2, a3} et B = {b1, b2}, alors :
∞∑

n=0

h(3)
n (a1, a2, a3)h(2)

n (b1, b2)tn =
1− b1b2e2(a1, a2, a3)t2 + b1b2(b1 + b2)e3(a1, a2, a3)t3∏

a∈A
(1− ab1t)

∏
a∈A

(1− ab2t)
.

(3.21)

• D’après le lemme précédent on déduit la relation suivante :
∞∑

n=0

h
(3)
n−1(a1, a2, a3)h

(2)
n−1(b1, b2)tn =

t− b1b2e2(a1, a2, a3)t3 + b1b2(b1 + b2)e3(a1, a2, a3)t4∏
a∈A

(1− ab1t)
∏
a∈A

(1− ab2t)
.

(3.22)

Lemme 3.3.6 [4] : Étant donnés deux alphabets A = {a1, a2, a3} et B = {b1, b2}, alors :
∞∑

n=0

h(3)
n (a1, a2, a3)h

(2)
n+1(b1, b2)t

n =
(b1 + b2)− b1b2e1(a1, a2, a3)t+ b2

1b
2
2e3(a1, a2, a3)t

3

∏
a∈A

(1− ab1t)
∏
a∈A

(1− ab2t)
. (3.23)

• D’aprés (3.23)on déduit :

∞∑

n=0

h
(3)
n−1(a1, a2, a3)h(2)

n (b1, b2)tn =
(b1 + b2)t− b1b2e1(a1, a2, a3)t2 + b2

1b
2
2e3(a1, a2, a3)t4∏

a∈A
(1− ab1t)

∏
a∈A

(1− ab2t)
.

(3.24)
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En remplaçant b2 par(−b2)dans (3.21)et(3.22) et (3.24) on obtient respectivement les re-
lations suivantes :

∞∑

n=0

h(3)
n (a1, a2, a3)h(2)

n (b1, [−b2])tn =
1 + (b1b2)e2(a1, a2, a3)t2 − b1b2(b1 − b2)e3(a1, a2, a3)t3∏

a∈A
(1− ab1t)

∏
a∈A

(1 + ab2t)
.

(3.25)
∞∑

n=0

h
(3)
n−1(a1, a2, a3)h

(2)
n−1(b1, [−b2])tn =

t+ (b1b2)e2(a1, a2, a3)t3 − b1b2(b1 − b2)e3(a1, a2, a3)t4∏
a∈A

(1− ab1t)
∏
a∈A

(1 + ab2t)
.

(3.26)
∞∑

n=0

h
(3)
n−1(a1, a2, a3)h(2)

n (b1, [−b2])tn =
(b1 − b2)t+ b1b2e1(a1, a2, a3)t2 + b2

1b
2
2e3(a1, a2, a3)t4∏

a∈A
(1− ab1t)

∏
a∈A

(1 + ab2t)
.

(3.27)
avec :

∏

a∈A
(1− ab1t)

∏

a∈A
(1 + ab2t).

= 1− (b1 − b2)e1(a1, a2, a3)t

+
(
e2(a1, a2, a3)(b1 − b2)

2 − b1b2

(
(e1(a1, a2, a3))

2 − 2e2(a1, a2, a3)
))

t2

−
(
e3(a1, a2, a3)(b1 − b2)

3 − b1b2(b1 − b2)(e2(a1, a2, a3)e1(a1, a2, a3)− 3e3(a1, a2, a3))
)
t3

+
(
−b1b2(b1 − b2)

2e3(a1, a2, a3)e1(a1, a2, a3) + b2
1b

2
2

(
(e2(a1, a2, a3))

2 − 2e3(a1, a2, a3)e1(a1, a2, a3)
))

t4

−b2
1b

2
2(b1 − b2)e3(a1, a2, a3)e2(a1, a2, a3)t

5 − b3
1b

3
2(e3(a1, a2, a3))

2t6.

• De la spécialisation suivante





e1(a1, a2, a3) = 1
e2(a1, a2, a3) = 0
e3(a1, a2, a3) = 1

et

{
b1 − b2 = 3k
b1b2 = −2

, dans

(3.26), on obtient :

∞∑
n=0

h
(3)
n−1(a1, a2, a3)h

(2)
n−1(b1, [−b2])tn =

t+ 6kt4

1− 3kt+ 2t2 − (27k3 − 18)t3 + (18k2 − 8)t4 + 8t6
.

(3.28)

Proposition 3.3.6 : ∀n ∈ N , la fonction génératrice du produit des nombres de
Narayana et les nombres de k-Mersenne est donnée par :

∞∑

n=0

NnMk,nt
n =

t+ 6kt4

1− 3kt+ 2t2 − (27k3 − 18)t3 + (18k2 − 8)t4 + 8t6
. (3.29)

Corollaire 3.3.5 ∀n ∈ N , on a :

NnMk,n = h
(2)
n−1(b1, [−b2])h

(3)
n−1(a1, a2, a3).

− Posons k = 1 dans(3.29) on obtient la proposition suivante :

47



Quelques applications sur les fonctions symétriques

Proposition 3.3.7 : ∀n ∈ N , la fonction génératrice du produit des nombres de
Narayana et les nombres de Mersenne est donnée par :

∞∑

n=0

NnMnt
n =

t+ 6t4

1− 3t+ 2t2 − 9t3 + 10t4 + 8t6
.. (3.30)

Corollaire 3.3.6 ∀n ∈ N , on a

NnMn = h
(2)
n−1(b1, [−b2])h

(3)
n−1(a1, a2, a3).

• Les spécialisations suivantes





e1(a1, a2, a3) = 1
e2(a1, a2, a3) = 0
e3(a1, a2, a3) = 1

et

{
b1 − b2 = 3k
b1b2 = −2

dans

(3.27), nous donnent :

∞∑

n=0

h
(3)
n−1(a1, a2, a3)h(2)

n (b1, [−b2])tn =
3kt− 2t2 + 4t4

1− 3kt+ 2t2 − (27k3 − 18)t3 + (18k2 − 8)t4 + 8t6
.

(3.31)
- En multipliant la relation(3.31) par 2 et la relation (3.28) par par (−3k), puis en

additionnant les deux résultats , on obtient la proposition suivante :

Proposition 3.3.8 : ∀n ∈ N , la fonction génératrice du produit des nombres de
Narayana et les nombres de k-Mersenne-Lucas est donnée par :

∞∑

n=0

Nnmk,nt
n =

3kt− 4t2 + (8− 18k2)t4

1− 3kt+ 2t2 − (27k3 − 18)t3 + (18k2 − 8)t4 + 8t6
. (3.32)

Corollaire 3.3.7 ∀n ∈ N , on a

Nnmk,n = h
(3)
n−1(a1, a2, a3)(2h(2)

n (b1, [−b2])− 3kh
(2)
n−1(b1, [−b2])).

− Posons k = 1 dans(3.32) on obtient la proposition suivante :

Proposition 3.3.9 : ∀n ∈ N , la fonction génératrice du produit des nombres de
Narayana et les nombres de Mersenne-Lucas est donnée par :

∞∑

n=0

Nnmnt
n =

3t− 4t2 − 10t4

1− 3t+ 2t2 − 9t3 + 10t4 + 8t6
. (3.33)

Corollaire 3.3.8 ∀n ∈ N , on a

Nnmn = h
(3)
n−1(a1, a2, a3)(2h(2)

n (b1, [−b2])− 3h
(2)
n−1(b1, [−b2]))

Théorème 3.3.1 : ∀n ∈ N , la fonction génératrice de produit des nombres des k-
Mersenne et les nombres de Padovan-Perin est donnée par :

∞∑

n=0

Mk,nSnt
n =

3kt2 + 4t5

1− (9k2 − 4)t2 − 3k(9k2 − 6)t3 + 4t4 + 12kt5 + 8t6
. (3.34)
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Preuve. : On a
∞∑
n=0

Mk,nSntn =
∞∑
n=0

(
h

(3)
n−2(a1, a2, a3)h

(2)
n−1(b1, [−b2])

)
tn

=
∞∑
n=0

h
(3)
n−2(a1, a2, a3)

bn1 − [−bn2 ]
b1 + b2

tn

=
1

b1 + b2

[ ∞∑
n=0

h
(3)
n−2(a1, a2, a3)(b1t)

n −
∞∑
n=0

h
(3)
n−2(a1, a2, a3)(−b2t)

n

]

=
1

b1 + b2

b2
1t

2

1− e1(a1, a2, a3)b1t+ e2(a1, a2, a3)b2
1t

2 − e3(a1, a2, a3)b3
1t

3

− 1

b1 + b2

b2
2t

2

1 + e1(a1, a2, a3)b2t+ e2(a1, a2, a3)b2
2t

2 + e3(a1, a2, a3)b3
2t

3

=
1

b1 + b2

[
b2
1t

2

1− b2
1t

2 − b3
1t

3
− b2

2t
2

1− b2
2t

2 + b3
2t

3

]

=
1

b1 + b2

[
b2
1t

2(1− b2
2t

2 + b3
2t

3)− b2
2t

2(1− b2
1t

2 − b3
1t

3)

(1− b2
1t

2 − b3
1t

3)(1− b2
2t

2 + b3
2t

3)

]

=
1

b1 + b2

b2
1t

2 − b2
1b

2
2t

4 + b2
1b

3
2t

5 − b2
2t

2b2
1b

2
2t

4 + b2
2b

3
1t

5

(1− b2
1t

2 − b3
1t

3)(1− b2
2t

2 + b3
2t

3)

=
1

b1 + b2

(b2
1 − b2

2)t
2 + b2

1b
2
2(b1 + b2)t

5

1− (b2
1 + b2

2)t
2 − (b3

1 − b3
2)t

3 + b2
1b

2
2t

4 + b2
1b

2
2(b1 − b2)t5 − b3

1b
3
2t

6

=
3kt2 + 4t5

1− (9k2 − 4)t2 − 3k(9k2 − 6)t3 + 4t4 + 12kt5 + 8t6
.

− Pour k = 1, le théorème précédent nous donne la proposition suivante :

Proposition 3.3.10 : ∀n ∈ N , la fonction génératrice du produit des nombres de
Mersenne et les nombres de Padovan-Perin est donnée par :

∞∑

n=0

MnSnt
n =

3t2 + 4t5

1− 5t2 − 9t3 + 4t4 + 12t5 + 8t6
. (3.35)

• En utilisant les spécialisations suivantes





e1(a1, a2, a3) = 1
e2(a1, a2, a3) = −1
e3(a1, a2, a3) = 2

et

{
b1 − b2 = 3k
b1b2 = −2

dans (3.26), on obtient la fonction génératrice suivante :
∞∑

n=0

h
(3)
n−1(a1, a2, a3)h

(2)
n−1(b1, [−b2])tn

=
t+ 2t3 + 12kt4

1− 3kt+ (−9k2 + 6)t2 − (54k3 − 42k)t3 + (36k2 − 12)t4 + 24kt5 + 32t6
.
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Proposition 3.3.11 : ∀n ∈ N , la fonction génératrice du produit des nombres de
k-Mersennet et les nombres de Jacobsthal de troisième d’ordre est donnée par :

∞∑

n=0

Mk,nJnt
n =

t+ 2t3 + 12kt4

1− 3kt+ (−9k2 + 6)t2 − (54k3 − 42k)t3 + (36k2 − 12)t4 + 24kt5 + 32t6
.

(3.36)
− Posons k = 1, dans (3.36) on obtient la fonction génératrice du produit des
nombres de Mersenne et les nombres Jacobsthal de troisième d’ordre telle que :

∞∑

n=0

MnJnt
n =

t+ 2t3 + 12t4

1− 3t− 3t2 − 12t3 + 24t4 + 24kt5 + 32t6
. (3.37)

• En utilisant les spécialisations suivantes





e1(a1, a2, a3) = 1
e2(a1, a2, a3) = −1
e3(a1, a2, a3) = 2

et

{
b1 − b2 = k
b1b2 = 1

dans (3.25) et (3.27), on obtient les fonctions génératrices suivantes :
∞∑

n=0

h(3)
n (a1, a2, a3)h

(2)
n−1(b1, [−b2])tn. (3.38)

=
1− t2 − 2kt3

1− kt− (k2 + 4)t2 − (2k3 + 7k)t3 − (2k2 + 3)t4 + 2kt5 − 4t6
.

∞∑

n=0

h(3)
n (a1, a2, a3)h

(2)
n−1(b1, [−b2])tn. (3.39)

=
kt+ t2 + 2t4

1− kt− (k2 + 4)t2 − (2k3 + 7k)t3 − (2k2 + 3)t4 + 2kt5 − 4t6
.

En additionnant les deux relations précédentes on obtient la proposition suivante :

Proposition 3.3.12 : ∀n ∈ N , la fonction génératrice du produit des nombres de
k-Fibonacci et les nombres de Jacobsthal Padovan est donnée par :

∞∑

n=0

Fk,nJPnt
n =

1 + kt− 2kt3 + 2t4

1− kt− (k2 + 4)t2 − (2k3 + 7k)t3 − (2k2 + 3)t4 + 2kt5 − 4t6
.

(3.40)

Proposition 3.3.13 : ∀n ∈ N , la fonction génératrice du produit des nombres de
k-Fibonacci d’indice négatif et les nombres de Jacobsthal Padovan est donnée :

∞∑

n=0

Fk,−nJPnt
n =

−1 + kt− 2kt3 − 2t4

1 + kt− (k2 + 4)t2 + (2k3 + 7k)t3 − (2k2 + 3)t4 − 2kt5 − 4t6
.

(3.41)

− Posons k = 1, dans (3.40) et (3.41) on obtient les propositions suivantes :

Proposition 3.3.14 : ∀n ∈ N , la fonction génératrice du produit des nombres de
Fibonacci et les nombres de Jacobsthal Padovan est donnée par :

∞∑

n=0

FnJPnt
n =

1 + t− 2t3 + 2t4

1− t− 5t2 − 9t3 − 5t4 + 2t5 − 4t6
. (3.42)
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Proposition 3.3.15 ∀n ∈ N , la fonction génératrice du produit des nombres de
Fibonacci d’indice négatif et les nombres de Jacobsthal Padovan est donnée :

∞∑

n=0

F−nJPnt
n =

−1 + t− 2t3 − 2t4

1− t− 5t2 + 9t3 − 5t4 − 2t5 − 4t6
. (3.43)

• En utilisant les spécialisations suivantes





e1(a1, a2, a3) = 1
e2(a1, a2, a3) = 0
e3(a1, a2, a3) = 1

et

{
b1 − b2 = 3k
b1b2 = −32

, dans (3.27) et (3.26) on obtient, respectivement les fonctions génératrices sui-
vantes :

∞∑

n=0

h
(3)
n−1(a1, a2, a3)h(2)

n (b1, [−b2])tn. (3.44)

=
3kt− 32t2 + 1024t4

1− 3kt+ 32t2 − (27k3 − 288k)t3 + (288k2 − 2048)t4 + 32768t5
.

∞∑

n=0

h
(3)
n−1(a1, a2, a3)h

(2)
n−1(b1, [−b2])tn. (3.45)

=
t+ 96kt4

1− 3kt+ 32t2 − (27k3 − 288k)t3 + (288k2 − 2048)t4 + 32768t5
.

En multipliant la relation (3.44) par 2 et la relation (3.45) par(−3k), puis en addi-
tionnant les deux résultats, on obtient la proposition suivante :

Proposition 3.3.16 : ∀n ∈ N , la fonction génératrice du produit des nombres de
k-Mersenne-Lucas et les nombres de Narayana est donnée :

∞∑

n=0

Nnmk,nt
n =

3kt− 64t2 + (2048− 288k2)t4

1− 3kt+ 32t2 − (27k3 − 288k)t3 + (288k2 − 2048)t4 + 32768t5
.

(3.46)
− Posons k = 1, la proposition précédente on obtient la relation suivante :

∞∑

n=0

Nnmnt
n =

−7t+ 96t2 − 2880t4

1− 3t+ 32t2 + 261t3 − 1760t4 + 32768t5
.

Qui représente la fonction génératrice du produit des nombres de k-Mersenne-Lucas
et les nombres de Narayana

Théorème 3.3.2 : ∀n ∈ N , la fonction génératrice de produit des nombres des k-
Mersenne et les nombres de Padovan est donnée par :

∞∑

n=0

PnMk,nt
n =

(1 + 3kt+ 9k2t2 + 6kt3)t

1− (9k2 − 4)t2 − 3k(9k2 − 6)t3 + 4t4 + 12kt5 + 8t6
. (3.47)

Preuve. :
∞∑

n=0

h
(2)
n−1(b1, [−b2])

(
h(3)
n (a1, a2, a3) + h

(3)
n−1(a1, a2, a3)

)
tn
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=
∞∑
n=0

h
(2)
n−1(b1, [−b2])h

(3)
n (a1, a2, a3)t

n +
∞∑
n=0

h
(2)
n−1(b1, [−b2])h

(3)
n−1(a1, a2, a3)t

n

=
∞∑
n=0

h
(2)
n−1(b1, [−b2])h

(3)
n−1(a1, a2, a3)t

n +
∞∑
n=0

h
(3)
n (a1, a2, a3)

bn1 − (−bn2 )
b1 + b2

tn

=
∞∑
n=0

h
(2)
n−1(b1, [−b2])h

(3)
n−1(a1, a2, a3)t

n

+
1

b1 + b2

[ ∞∑
n=0

h
(3)
n (a1, a2, a3)(b1t)

n −
∞∑
n=0

h
(3)
n (a1, a2, a3)(−b2t)

n

]

=
∞∑
n=0

h
(2)
n−1(b1, [−b2])h

(3)
n−1(a1, a2, a3)t

n +
1

b1 + b2

[
1

1− b2
1t

2 − b3
1t

3
− 1

1− b2
2t

2 + b3
2t

3

]

=
∞∑
n=0

h
(2)
n−1(b1, [−b2])h

(3)
n−1(a1, a2, a3)t

n +
1

b1 + b2

[
(b2

1 − b2
2)t

2 + (b3
1 + b3

2)t
3

(1− b2
1t

2 − b3
1t

3)(1− b2
2t

2 + b3
2t

3)

]

=
∞∑
n=0

h
(2)
n−1(b1, [−b2])h

(3)
n−1(a1, a2, a3)t

n

+
(b1 − b2)t

2 + (b2
1 + b2

2 − b1b2)t
3

1− b3
1b

3
2t

6 + b2
1b

2
2(b1 − b2)t5 + b2

1b
2
2t

4 − (b1 − b2)(b2
1 + b2

2 + b1b2)t3 − (b2
1 + b2

2)t
2

=
(t+ b1b2e2(a1, a2, a3)t

3 − b1b2(b1 − b2)e3(a1, a2, a3)t
4

∏
a∈A

(1− ab1t)
∏
a∈A

(1 + ab2t)

+
(b1 − b2)t

2 + [(b1 − b2)
2 + b1b2]t

3

1− b3
1b

3
2t

6 + b2
1b

2
2(b1 − b2)t5 + b2

1b
2
2t

4 − (b1 − b2)[(b1 − b2)2 + 3b1b2]t3 − [(b1 − b2)2 + 2b1b2]t2

=
t+ 2t3 + 6kt4

1− (9k2 − 4)t2 − 3k(9k2 − 6)t3 + 4t4 + 12kt5 + 8t6

+
3kt2 + (9k2 − 2)t3

1− (9k2 − 4)t2 − 3k(9k2 − 6)t3 + 4t4 + 12kt5 + 8t6

=
(1 + 3kt+ 9k2t2 + 6kt3)t

1− (9k2 − 4)t2 − 3k(9k2 − 6)t3 + 4t4 + 12kt5 + 8t6

− Pour k = 1, dans (3.47)on déduit la proposition suivante :

Proposition 3.3.17 :∀n ∈ N , la fonction génératrice du produit des nombres de Mer-
senne et les nombres de Padovan est donnée :

∞∑

n=0

PnMnt
n =

(1 + 3t+ 9t2 + 6t3)t

1− 5t2 − 9t3 + 4t4 + 12t5 + 8t6
.
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CONCLUSION

Dans ce mémoire nous avons utilisé le concept des fonctions symétriques pour dé-
terminé des nouvelles fonctions génératrices ordinaires des produits de certains nombres
et polynômes orthogonaux. Principalement nous avons obtenu des résultats intéressants
concernant les fonctions génératrices . Comme premier résultat, nous avons déterminé les
fonctions génératrices des produits des nombres de k-Mersenne, k-Mersenne -Lucas, Pado-
van. Comme deuxième résultat nous avons obtenu les fonctions génératrices des produits
de polynomes de Vieta Fibonacci, Vieta Lucas, Vieta -Pell et Vieta Pell -Lucas . Le der-
nier résultat de ce mémoire est concernant sur les fonctions génératrices des produits des
nombres de Narayana, Padovan -Perin, Jacobsthal -Padovan et Jacobsthal de troisième
ordres.
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