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Introduction générale

Un graphe est un schéma constitué de points (sommets) et de lignes de formes

quelconques (arêtes) reliant ces points . Il est utilisé pour illustrer certains liens existant

entre des objets d’un même système et en particulier dans la modélisation de problèmes

liés aux réseaux qu’ils soient informatiques , sociaux , routiers ou autres. Les graphes

modélisent de nombreuses situations concrêtes où interviennent des objets en

interaction . Ils permettent de manipuler plus facilement des objets et leurs relations

avec une représentation graphique naturelle. L’ensemble des techniques et outils

mathématiques mis au point en Théorie des Graphes permettent de démontrer

facilement des propriétés, d’en déduire des méthodes de résolution , des algorithmes

...ect .

La Théorie des Graphes aujourd’hui est trés présente dans notre société moderne . Cette

branche des Mathématiques , dont on fait remonter l’origine à Euler , a connu un essor

spectaculaire au cours des cinquante dernières années , notamment grâce aux travaux

de Claude Berge. La Théorie des Graphes permet de modéliser des problèmes de

réseaux informatiques , de transport , d’emplois du temps...etc.

Cette théorie a bénéficié d’un engouement considérable non seulement de la part des

mathématiciens , mais également de la communauté scientifique toute entière : On

observe ainsi depuis quelques années un grand nombre de publications ayant trait à des

problèmes en biochimie , en génétique ou encore encore en sociologie , en relation

direct avec la théorie des graphes .

Le problème de domination est l’un des problèmes les plus connus en théorie des

graphes . Il consiste , étant donné un graphe , de trouver un sous-ensemble de sommets

D du graphe de cardinal minimum tel que tout sommet qui n’appartient pas à D

1



Introduction générale

possède au mois un voisin dans D.

Récemment , Erwin [16] a défini un modèle dans lequel la contrainte de voisinage est

ommise : La réception dépend que du coût affecté à la station émettrice . En effet , le

concept de broadcast domination est une variante du problème de domination . et

consiste à attribuer des entiers positifs (poids) aux sommets du graphe de sorte que tout

sommet de poids nul soit à distance au plus k d’un sommet de poids supérieur ou égal à

k, et que la somme des poids de tous les sommets soit minimum . Il s’agit d’affecter un

coût f (v) ≥ 0 à chaque sommet v d’un graphe tel que tout sommet du graphe est à

distance au plus f (v) à partir d’un certain sommet v de coût non nul. Le problème

consiste à minimiser la somme des coûts affectés aux sommets du graphe.

Dans ce mémoire , nous étudions le nombre de broadcasts effiaces dans les cycles pour

cela des valeurs exactes et des bornes doivent être déterminées . Ce mémoire est divisé

en trois chapitres : Le premier chapitre de ce mémoire est consacré essentiellement aux

définitions préliminaires des notions les plus utilisées dans ce dernier. Nous

introduisons un certain nombre de notions fondamentales en théorie des graphes, en

particulier les principaux concepts et résultats utilisés dans ce travail. Au second

chapitre , nous introduisons la notion de la domination et de fonction broadcast ,

quelques invariants de la domination et de broadcast .

Au troisième chapitre, nous énnonçons les différents résultats connus sur les invariants

de domination et de broadcast domination dans les cycles. Nous étudions, par la suite,

le nombre de broadcast efficace dans cette famille de graphes. Nous déterminons soit

des valeurs exactes soit des bornes.
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Chapitre 1

Terminologie et définitions générales

1.1 Introduction

Ce premier chapitre fournit au lecteur les bases en théorie des graphes, nécessaires à

la bonne compréhension des notions abordées dans la suite de ce mémoire. Ce chapitre

est consacré à la théorie des graphes, il reprend ainsi ce qu’on peut retrouver dans la

majeure partie des ouvrages d’introduction à ce sujet. Nous nous sommes notamment

efforcés à employer les notations et noms les plus usuels en français ; toutefois nous

avons jugé utile d’adjoindre, pour chaque terme nouvellement introduit, sa traduction

anglophone, mise en évidence par une emphase et entre parenthèses.

1.2 Terminologie et notions :

le graphe :

Un graphe fini G = (V ,E) est défini par l’ensemble fini V = {v1,v2, . . . , vn} dont les

éléments sont appelés sommets (Vertices en anglais), et par l’ensemble fini

E = {e1, e2, . . . , em} dont les éléments sont appelés arêtes (Edges en anglais). Une arête e

de l’ensemble E est définie par une paire non ordonnée de sommets, appelés les

extrémités de e. Si l’arête e relie les sommets a et b, on dira que ces sommets sont

adjacents, ou incidents avec e, ou bien que l’arête e est incidente avec les sommets a et b.

3



Terminologie et définition générales

Graphe simple :

Un graphe est dit simple s’il est sans boucles et sans ar^etes multiples . Tous les

graphes considérés dans ce mémoire sont simples et finis.

v1 v2

v3 v4

v1 v2

v3 v4

(b)(a)

Figure 1.1 – (a) Graphe simple avec sommet isolé (b) graphe simple

Graphe trivial :

Un graphe trivial est un graphe contient un seul ou aucun sommet.

Graphe orienté

Un graphe orienté G est une paire (V, E) où V est un ensemble de sommets et E un

ensemble d’arcs. Pour un arc a = (u,v) ∈ A, u est l’origine de l’arc orienté et v son

extrémité , on dit que l’arc va de u vers v.

Graphe non orienté

Un graphe non orienté est défini par le couple (V ,E), où V est l’ensemble des

sommets du graphe et E l’ensemble de ses arêtes. Si u,v sont en relation, cette dernière

est décrite par l’arête e = (uv).

Ici, le sens de la relation n’est pas invoqué.

v1 v2

v3 v4

v5

Figure 1.2 – Graphe non orienté

4



Terminologie et définition générales

Degré d’un sommet :

On appelle degré du sommet v, et on note d(v), le nombre d’arêtes incidentes a ce

sommet . Dans un graphe simple, on peut aussi définir le degré d’un sommet comme

étant le nombre de ses voisins (la cardinalité).

Degré d’un graphe :

Le degré d’un graphe est le degré maximum ∆(G) ou minimum δ(G) sur tous ses

sommets.

Ordre d’un graphe :

Le nombre de sommets d’un graphe correspond à l’ordre du graphe.

Voisinage :

Le voisinage ouvert(open neighborhood) d’un sommet v est l’ensemble de ses

sommets adjacents , il est noté N(v) .

Le voisinage fermé (closed neighborhood) d’un sommet v , noté N [v] =N (v)∪ {v}.
Graphe partiel :

Le graphe G′ = (V,E′) est un graphe partiel de G , si E′ est inclus dans E . Autrement

dit , on obtient G′ en enlevant une ou plusieurs arêtes au graphe G .

Sous-graphe :

Soit G = (V,E) un graphe. Pour un sous-ensemble de sommets A inclus dans V, le

sous-graphe de G induit par A est le graphe G′ = (A,E(A)) , on obtient G
′

en enlevant un

ou plusieurs sommets au graphe G , ainsi que toutes les arêtes incidentes à ces sommets.

Graphe connexe et graphe non connexe :

Un graphe est connexe s’il est possible à partir de n’importe quel sommet de

rejoindre tous les autres en suivant les arêtes. Un graphe non connexe se décompose en

composontes connexes sur le graphe.

v1 v2 v3

v4 v5

v1 v2 v3

v4 v5

(a) (b)

Figure 1.3 – (a) Un graphe connexe-(b) Un graphe non connexe

5



Terminologie et définition générales

1.3 Représentation d’un graphe

Un graphe peut être représenté graphiquent comme il peut être représenté par une

matrice.

1.3.1 Representation graphique

Il existe une infinité de représentation d’un graphe. Les arêtes ne sont pas forcément

rectilignes. Si on peut dessiner un graphe G dans le plan sans qu’aucune arête ne coupe

une autre, on dit que G est planaire.

v1 v2

v3

v4

v5

v1 v2

v3 v4

(a) (b)

Figure 1.4 – (a) Representation planaire (b) Representation non planaire

1.3.2 Représentation matricielle

matrice d’adjacences :

Matrice d’adjacence d’un graphe d’ordre n est la matrice carrée A de taille n×n telle

que aij = 1 s’il existe une arête entre les sommets i et j, et aij = 0 sinon.

Exemple 1.1. D’aprés le graphe (a)

M=



0 1 1 0 0

1 0 0 0 1

1 0 0 1 0

0 0 1 0 1

0 1 0 1 0


6



Terminologie et définition générales

La matrice d’adjacences a plusieurs caractéristiques :

1- Elle est carrée : il y a autant de lignes que de colonnes.

2- Il n’y a que des zéros sur la diagonale allant du coin supérieur gauche au coin

inférieur droit. Un 1 sur la diagonale indiquerait une boucle.

3- Elle est symétrique : mi,j =mj,i . On peut dire que la diagonale est un axe de symétrie.

4- Une fois que l’on fixe l’ordre des sommets, il existe une matrice d’adjacences unique

pour chaque graphe. Celle-ci n’est la matrice d’adjacences d’aucun autre graphe.

Matrice d’incidence :

Matrice d’incidence d’un graphe d’ordre n est la matrice B de taille n×m , m

désignant comme vu nombre d’arêtes du graphe telle que bij = 1 si le sommet i est une

éxtrimité initial de l’arête j , bij = −1 si le sommet i est une éxtrimité terminale de

l’arête j , 0 sinon .

1.4 Quelques classes de graphes

Parfois le graphe possède quelques propriétés qui lui rendent au particulier et

appartient à une classe spéciale.

chaîne

Soit G = (V ,E) un graphe. Une chaine joignant deux sommets v1 et vn dans G est une

suite de sommets tels que deux sommets successifs sont reliés par une arête.

v1 v2 v4 v3

Figure 1.5 – Chaîne P4
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Cycle

Un cycle est une chaine simple dont les extrémités coïncident . On le note

(v1,v2,v3, ...,vn = v1).

v1 v2

v3 v4
(a)

Figure 1.6 – Cycle C4

graphe etoile

Un graphe étoile est un arbre à t sommets pendants reliés à l’unique sommet de

degré t, et on note par K1,t, pour tout entier positif t ≥ 3 .

Figure 1.7 – L’etoile K1,8

Graphe complet

Un graphe complet ou clique est un ensemble de sommets deux-à-deux adjacents.

l’ordre d’une clique est le nombre de sommets qui le compose.

Une clique C est maximale (par inclusion) si aucune autre clique du graphe ne

contient C comme sous-ensemble. La clique C est maximum si aucune autre clique du

graphe n’est de taille strictement supérieure à celle de C.

8
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v1 v2

v3 v4

v5

(a)

Figure 1.8 – Graphe complet K5

Graphe biparti

Un graphe km,n est biparti si l’ensemble de ses sommets peut être divisé en deux sous

ensembles X et Y stables de sorte que toutes les arêtes du graphe relient au mois un

sommet dans X à un sommet dans Y . Le graphe km,n est dit biparti complet si chaque

sommet de X est relié avec tous les sommets de Y.

v1

v2

v3

v4

v5

v6

v7

v7

v7

v7

v3

v4

v5

v7(a) (b)

Figure 1.9 – (a) Un graphe biparti K3,4 -(b) Un graphe biparti complet K3,4

Arbre :

Un arbre (tree) est un graphe simple connexe sans cycle.

il y a d autre définition de l’arbre : - G est connexe et possède n-1 arêtes.

- G est sans cycle et possède n-1 arêtes.

- G est connexe et minimal pour cette propriété.

- G est sans cycle et maximal pour cette propriété.

- Entre toute paire de sommets , il existe dans G une unique chaîne les reliant.

9
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On distingue trois types de sommets dans un arbre :

- La racine.

- Les feuilles qui sont les sommets de degré 1.

- Les noeuds internes qui sont les sommets de degré supérieur à 1.

v1 v2

v3v4 v5

v6 v7

(a)

Figure 1.10 – Arbre

Arbre binaire :

Un arbre binaire est un arbre dont chaque nœud comporte au plus deux fils.

v1

v2 v3

v4 v5 v6

v7 v8 v9

Figure 1.11 – Arbre binaire

Arbre binaire complet :

Un arbre binaire complet est un arbre binaire dont chaque sommet interne a

exactement deux fils.

10
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v1

v2 v3

v4 v5 v6 v7

Figure 1.12 – Arbre binaire complet

Arbre n-aire :

Un arbre n-aire est un arbre dans lequel chaque noeud interne a au plus n fils.

v1

v2 v3 v4

v5 v6 v7 v8 v9 v10
(a)

Figure 1.13 – Arbre n-aire

Arbre n-aire complet :

Un arbre n-aire est un arbre n-aire complet si et seulement si chaque sommet d’arbre

possède exactement n fils sauf les feuilles.

.
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v1

v2 v3 v4 v5

v6 v7 v8 v9 v10 v11 v12 v13 v14 v15 v16 v17 v18 v19 v20 v21

Figure 1.14 – Arbre 4-aire complet de profondeur 2

Forêt :

Une forêt est un graphe non connexe et sans cycle .

v1 v2

v3

v4

v5

(a)

Figure 1.15 – Forêt

Graphe triangulé :

Un graphe simple G = (V ,E) est triangulé si tout cycle de longueur au moins 4

possède une corde , c’est-à-dire, une arête entre deux sommets non-consécutifs du cycle,

et chacun de ses cycles de G est d’ordre inferieur ou égale à 3.

v1 v2

v3

v4v5

v6

(a)

Figure 1.16 – Graphe triangulé

Observation 1. Tout sous-graphe induit d’un graphe triangulé est également triangulé.
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Propriete des graphes triangulés

Ce type de graphe a plusieurs propriétés

La notion de sommet complété(sommet simplicial)

Un sommet d’un graphe est dit complétété est un sommet dont les voisins sont tous

adjacents deux à deux. Autrement dit N(x) est une clique, ou encore G[N(x)] est

complet.

Theorem 2. [23] Tout graphe triangulé admet un sommet complété. De plus, si le graphe

n’est pas complet, il admet deux sommets complétés non voisins (Contient au moins deux

sommets complétés non adjacents).

1 2

3 4

Figure 1.17 – Sommet completé

La notion de schéma d’élimination parfait :

donné un graphe G d’ordre n. Vi . . . .vn est un ordre total sur l’ensemble des sommets

V(G), si i ∈ [1. . . . . . ..N ], vi est un sommet complété du graphe induit par v1,v2,v3. . . vn.

a b

c d

e

Figure 1.18 – Schéma d’ordre d’élimination parfait
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On donne le schéma d’élimination parfait pour l’exemple suivant :

d<a<b<e<c.

Theorem 3. [23] Un graphe est triangulé si et seulement s’il posséde un schéma

d’élimination parfait.

Definition 1.4.1. Un sommet u d’un graphe G = (V,E) est simplicial si G[N(u)] est

complet (et donc G[N[u]] l’est aussi).

Séparateur minimaux :

Soit u et v deux sommets appartenant à la même composante connexe d’un graphe

G. On appelle (u,v)-séparateur minimal tout ensemble de sommets qui sépare u de v et

est minimal par inclusion. Un ensemble de sommets de G est un séparateur minimal de

G si c’est un (u,v)-séparateur minimal, pour certains sommets u et v.

Proposition 1.4.1. [23]

Si G est triangulé, tout séparateur minimal est une clique.

Un ordre d’élimination simplicial :

est un ordre (x1,x2, ...,x|V ) sur les sommets de G = (V ,E) tel que xi est un sommet

simplicial de G[xi ,xi+1, ...,x|V ] . Autrement dit, à chaque fois qu’on retire un sommet de

G son voisinage forme une clique.

A

B
C

D

E

F

G

H

Figure 1.19 – Shéma d’ordre d’élimination simplicial
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Proposition 1.4.2. [23]

Un graphe G est triangulé si et seulement si il possède un ordre d’élimination simplicial.

Theorem 4. [23]

Pour un graphe G sur n sommets, les conditions suivantes sont équivalentes :

1. G a un ordre d’élimination parfait.

2. G est triangulé.

3. Si H est un sous-graphe induit de G et S est un séparateur de sommet de H de taille

minimale,Les sommets de S induisent une clique.

clique et stable :

Un stable (stable set or independent set of graph G) est un ensemble de sommets

deux à deux non adjacents.

Une clique( est un ensemble de sommets deux à deux adjacents. Ainsi une clique

dans un graphe est un stable dans son complémentaire et inversement . De plus , tout

graphe induit par une clique étant un graphe complet, les deux termes sont le plus

souvent confondus , de même , un graphe sans arête est régulièrement appelé stable.

Les stables et les cliques interviennent dans de trés nombreux problèmes pratiques .

Pour la plupart de ces problèmes, on modélise la situation à l’aide d’un graphe , et la

solution consiste à déterminer le plus grand stable ou la plus grande clique du graphe :

on parle alors de stable ou clique maximum. Il convient d’ailleurs de veiller au point de

vocabulaire suivant , légèrement différent de l’usage normal.

v1

v2 v3

v5v4 v6

(a)

Figure 1.20 – K = {v1,v2,v5} une clique
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(a) (b)

Figure 1.21 – (a) Stable maximal (b) Stable maximum

Complementaire d’un graphe

Le complémentaire (complement) d’un graphe G est le Graphe noté G défini par :

• VG = VG

• l’arête uv (u , v) < EG si et seulement si uv ∈ EG

v1 v2

v3v4

v5

v1 v2

v3v4

v5

(a) (b)

Figure 1.22 – Le graphe G et son complémentaire G

1.5 Quelques paramétres d un graphe

Distance entre deux sommets

La distance entre deux sommets vi et vj notée d(vi ,vj) est la longeur de la plus courte

chaîne entre vi et vj .

Exemple 1.2. D’aprés le graphe illustré dans la figure 1.23 , nous calculons la distance entre

le sommet v1 et les autres sommets .
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v1 v2

v3

v4 v5

(a)

d(v1,v2) = 1

d(v1,v3) = 1

d(v1,v4) = 1

d(v1,v5) = 2

Figure 1.23 – Le graphe G

Excentricité d’un sommet :

L’excentricité d’un sommet vi , noté e(vi), est la plus grande distance entre le sommet vi et

n’ importe quel autre sommet du graphe c-à-d : e(vi) =maxvj∈V d(vi ,vj) tel que i , j : D’après

le graphe illustré dans la figure 1.23 et aprés avoir calculé la distance entre tous les sommets

on trouve :



e(v1) = 2;

e(v2) = 2;

e(v3) = 2;

e(v4) = 3;

e(v5) = 3.

Rayon d’un graphe :

Le rayon d’un graphe G noté rad(G) est l’excentricité minimum sur tous les sommets

de G c-à-d : rad(G) =minvi∈V (G)e(vi) .

Dans le graphe G et les résultats précédents on a rad(G) = 2.

Le diamètre d’un graphe :

Le diamètre d’un graphe G noté Diam(G) est l’excentricité maximum sur tous les

sommets de G c-à-d : diam(G) =maxvi∈V (G)e(vi).

Dans le graphe et les résultats précédents on a Diam(G) = 3.
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nombre chromatique :

Le problème du coloriage de graphes , pour un graphe non orienté G, consiste à

attribuer une couleur à chaque sommet , de telle sorte qu’une même couleur ne soit pas

attribuée à deux sommets adjacents (reliés par une arête). Lorsque le graphe est

planaire, ce problème peut s’exprimer par rapport au graphe dual , en coloriant les

faces, et non les sommets, et en imposant que deux faces voisines soient coloriées de

couleurs différentes (il s’agit du problème de coloriage d’une carte). Le nombre

minimum de couleurs nécessaires pour colorier un graphe G est appelé le nombre

chromatique de G, et noté χ(G).
A

B F

C E

D

Figure 1.24 – Graphe de nombre chromatique χ(G) = 3
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Chapitre 2

Broadcasts et domination

2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous présentons le concept de domination dans les graphes ainsi

que quelques paramètres de domination et de broadcast domination nous énonçons les

résultats établis sur les broadcast incluant ceux relatifs à la complexité algorithmique

du problème de broadcast domination.

2.2 Domination

Dans cette partie, nous présentons les définitions principales lièes à la domination ,

on pourra trouver des notions bien détaillées dans les deux livres de Haynes ,

Hedetniemi et Slater [17].

Un sous ensemble S de sommets d’un graphe G est dit maximal (resp.minimal) pour

une certaine propriété P si S vérifie la propriété P et qu’aucun sous-ensemble de

sommets S ′ ⊂ S (resp.S ′ ⊃ S ) de G distinct de S ne vérifie pas P. Par exemple, si P est la

propriété d’indépendance (c’est-à-dire les sommets sont non adjacents deux à deux),

alors S = {x1,x4,x6} de la Figure 2.1 est maximal pour la propriété P, dans la même

figure, si P est la propriété de domination (c’est-à-dire tout sommet de V − S est

adjacent à au moins un sommet de S), alors S = {x1,x4,x6} est dominant minimal.
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x2

x3

x1

x0

x4

x5

x7

x6

Figure 2.1 – S est un ensemble dominant minimal et un indépendant maximal

Ensemble Dominant :

Un ensemble dominant d’un graphe G = (V,E) est un ensemble S ⊆ V de sommets tels

que tout sommet de V \S est adjacent au moins à un sommet de S . Plus formellement, S

vérifie : V = N[S].

Le nombre de Domination γ(G) du graphe G est le cardinal minimum d’un ensemble

dominant. On dit qu’un sommet domine un autre sommet si les deux sommets sont

voisins. Un dominant est donc un ensemble de sommets qui domine tous les autres

sommets . Le nombre d’empilement Γ (G) est le nombre de domination supérieur.

2.3 Quelques invariants de domination

2.3.1 Domination double

Soit G = (V ,E) un graphe simple. Rappelons qu’un sous ensemble S de V est un

dominant double de G si pour tout sommet v de G , on a |N [v]∩ S | ≥ 2 , c’est à dire , soit

v ∈ S et possède au moins un voisin dans S, soit il est dans V-S et possède au moins deux

voisins dans S. Le nombre de domination double , noté γ×2(G) , est le cardinal minimum

d’un ensemble dominant double de G .

Les applications dans le domaine de la domination double sont nombreuses. A titre

d’exemple, nous pouvons citer le problème du placement des gardiens dans une prison .

Un gardien placé sur un sommet v peut garder tous les sommets de N[v] . Dans ce cas ,

un ensemble dominant double S représente un ensemble de gardiens avec la propriété
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que tout prisonnier (un sommet de V-S) est surveillé par au moins deux gardiens et

chaque gardien (un sommet de S) est voisin d’un autre gardien en vue de s’assurer une

mutuelle aide et assistance en cas de besoin.

Théorème 2.3.1. [14]

Soit G un graphe sans sommets isolés ayant n sommets et m arêtes, alors :

a) γ×2(G) ≥ γ(G)+1.

b) si G admet deux ensembles disjoints dominants de taille γ(G), alors γ×2(G) ≤ 2 γ(G).

c) 2 ≤ γ×2(G) ≤ n .

2.3.2 Domination Total

La domination totale est l’une des principales variantes de la domination. Elle a été

introduite par Cockayne, Dawes et Hedetniemi.

Un dominant total d’un graphe G = (V ,E) sans sommet isolé est un ensemble S ⊆ V
de sommets tel que tout sommet de V est adjacent à un sommet de S . Plus

formellement, S vérifie V =N (S) . Le nombre de domination totale γt(G) du graphe G

est le cardinal minimum d’un ensemble dominant total . Dans la domination totale,

contrairement à la domination simple , il faut que les sommets sélectionnés dans

l’ensemble soient eux aussi dominés par un autre sommet de l’ensemble . C’est

pourquoi il n’est pas possible de trouver un dominant total dans un graphe contenant

un sommet isolé , car celui-ci ne peut pas être dominé De plus, on remarque qu’un

dominant total est nécessairement un dominant , et γt(G) ≥ γ(G) . il est facile de voir

que tout graphe G vérifie :

γ(G) ≤ Γt(G) ≤ 2 γ(G) .

2.3.3 Indépendance

Rappelons qu’un sous-ensemble de sommets S d’un graphe G est un indépendant (

ou stable ) si le sous-graphe induit par S ne contient aucune arrête .

Le cardinal minimum (resp. maximum) d’un stable maximal de G noté i(G) (resp
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β0(G)) , est appelé le nombre de domination stable (resp. le nombre de stabilité ) de G.

Comme tout stable maximal est un ensemble dominant minimal , on a :

γ(G) ≤ i(G) ≤ β0(G) ≤ Γ (G).

2.3.4 Irrédondance

Un sous ensemble D ⊆ V est dit irrédondant si tout sommet x ∈D domine au moins

un sommet de G qui n’est dominé par aucun autre sommet de D . C’est à dire que tout

sommet de D est soit isolé dans D soit possède au moins un voisin privé dans V-D .

Le cardinal minimum (resp. maximum) d’un ensemble irrédondant maximal est noté

ir(G) (resp. IR(G)) et appelé le nombre d’irrédondance (resp. nombre d’irrédondancèe).

Enprocédant de la même manière que ci-dessus , la condition de minimalité d’un

ensemble dominant n’est autre que la définition d’un ensemble irrédondant . Ainsi , tout

ensemble dominant minimal est un irrédondant maximal et on aura la nouvelle chaîne :

ir ≤ γ ≤ i ≤ β ≤ Γ ≤ IR .

2.3.5 Packing

Un ensemble S est un packing si pour tout sommet v ∈ V , |N [v]∩ S | ≤ 1.

Le nombre de packing P(G) est le cardinal maximum d’un packing dans G et le nombre

de packing inférieur p(G) est le cardinal minimum d’un packing maximal dans G.

Comme tout dominant minimal est un packing maximal de G, nous avons la chaîne

d’inégalité suivante :

p(G) ≤ P (G) ≤ γ(G) ≤ i(G) ≤ β0(G) ≤ Γ (G) (2.1)

2.3.6 Efficacité

un ensemble dominant S est dit efficace si pour chaque sommet v ∈ V ,

|N [v]∩ S | = 1 . De la définition précédente, on voit immédiatement que tout ensemble

dominant efficace est un packing. Alors, on déduit grâce à la chaîne d’inégalités (2.1)

que si un graphe G possède un ensemble dominant efficace, alors celui-ci est forcément
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un γ -ensemble. Par ailleurs, il existe des graphes qui ne possèdent pas d’ensemble

dominant efficace. Citons, à titre d’exemple, le cycle de longueur C5

2.3.7 Valeur exact sur γ

Observation 5. [18]

Pour n ≥ 1 , γ(P n) = dn
3
e .

Si D est un ensemble minimum de sommets tel que , D est un ensemble dominant de Pn

qui contient une extrémité de la chaîne Pn , alors |D | = dn+ 1
3
e .

si D est un ensemble minimum de sommets tel que D est un ensemble dominant de Pn

qui contient les deux extrémités de la chaîne Pn , alors |D | = dn+ 2
3
e.

2.4 Borne sur γ

Puisque l’ensemble des sommets V d’un graphe G = (V ,E) est toujours un ensemble

dominant et un dominant contient au moins un sommet , alors le nombre de

domination est toujours défini et 1 ≤ γ(G) ≤ | V | :
γ(G) = 1 si et seulement si G possède un sommet v de degré n− 1 , dans ce cas {v} est un

ensemble dominant minimum de G .

γ(G) = n si et seulement si G ≡ Kn , et V est l’unique ensemble dominant de G.

Théorème 2.4.1. [26]

Si G est un graphe sans sommets isolés , alors γ(G) ≤ n
2
.

Théorème 2.4.2. [17]

Si G est un graphe connexe avec δ(G) ≥ 3 , alors γ(G) ≤ 3n
8

.

Théorème 2.4.3. [9]

Pour tout graphe G, γ(G) ≤ n[1− δ(1/(δ+ 1))1+ 1
δ ].

Le nombre de domination pour presque tous les graphes vaut k + 1 ou k + 2 lorsque k

est une certaine fonction donnée en n.
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Théorème 2.4.4. [17]

Si G est un graphe de diamètre diam(G) = 2 , alors γ(G) ≤ δ(G).

Théorème 2.4.5. [17]

Si G est un graphe planaire de diamètre diam(G) = 2 , alors γ(G) ≤ 3 .

Théorème 2.4.6. [21]

Si G est un graphe planaire de diamètre diam(G) = 3 , alors γ(G) ≤ 10 .

2.5 Complexité du problème de domination

Nous intéressons, pour un problème donné , à déterminer la difficulté de résolution

de ce problème . Pour cela, nous distinguons les problèmes de décision dont la réponse

est oui ou non et les problèmes de recherche d’une solution pour lesquels il faut

construire une solution.

La théorie de la complexité est une branche des mathématiques et de l’informatique

ayant pour cadre l’étude de la difficulté intrinséque des problèmes algorithmiques , et

qui vise à classer ces problèmes en fonction de cette difficulté.

Classe P

On appelle "classe P" la classe regroupant tous les problèmes de décision admettant

pour leur résolution un algorithme polynômial . On dit que les problèmes de la classe P

sont "faciles".

Example 2.5.1. Soit le problème du plus court chemin entre deux sommets dans un graphe

orienté et valué par des coûts positifs .

– Entrée : un graphe value G = (V ,E,u) , deux sommets s et t , et une constante k positive ;

– Sortie : existe-t-il un chemin allant de s à t de longueur au plus k.

Ce problème est dans la classe P car l’algorithme de Dijkstra, qui est un algorithme

polynomial, peut résoudre ce problème.
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Classe NP

Un problème de reconnaissance est dans la classe NP si pour toute instance de ce

problème , on peut vérifier , en un temps polynomial par rapport à la taille de

l’instance, qu’une solution proposée ou devinée permet d’affirmer que la réponse est

”OUI” pour cette instance.

Example 2.5.2. Posons le problème suivant : G et un entier positif k , existe-t-il un stable de

taille au moins k ? Ce problème est clairement dans NP : si l’on dispose d’un ensemble S de

sommets , on peut vérifier en temps polynomial que S est stable (par exemple en examinant la

liste d’adjacence de chaque sommet de S ).

Classe NP-complet

Un problème de décision est NP-complet s’il vérifie les deux conditions suivantes :

– Il appartient à la classe NP.

– Tous les problèmes de la classe NP se ramènent à celui-ci via une réduction

polynomiale .

tout problème d’optimisation combinatoire dont le problème de décision associé est

NP-complet est NP-dur .

2.6 Notions fondamentales sur la fonction broadcast

Definition 2.6.1. Chaque fonction f : V (G)→ [0..diamG] telle que f (v) ≤ e(v) pour tout

sommet v de G est appelée un broadcast sur G .

Un sommet v pour lequel f (v) > 0 est un sommet f-dominant , et l’ensemble f-dominant

est V +
f (G) = {v ∈ V (G) : f (v) > 0} . S’il n’y a pas risque de confusion , on note par V +

f pour

désigner V +
f (G).

Remarque 2.1. Un sommet f-dominant v f-domine tout sommet u avec d(u,v) ≤ f (v), tandis

que les sommets de V (G)−V +
f ne f-dominent aucun sommet de G.
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u v w

0 1 0

Figure 2.2 – u est un f-voisin de v , mais que v n’est pas un f-voisin de u

L’ensemble des sommets qui f-dominent le sommet v est noté par Hf (v) ou H(v)

lorsqu’il n’y a aucune ambiguité.

H(v) = {u ∈ V +
f : d(u,v) ≤ f (u)}

Definition 2.6.2. Pour une fonction broadcast et un sommet u ∈ V , on appelle

f-voisinage fermé de u , l’ensemble défini par : Nf [u] = {v ∈ V /d(u,v) ≤ f (u)} . Si

v ∈Nf [u] , on dit que v est un f -voisin de u. Le f-voisinage d’un ensemble S ⊆ V est

Nf [S] =
⋃
u∈SNf [u].

Definition 2.6.3. Un f-voisin privé de v est un sommet u vérifiant H(u) = v . L’ensemble

des f-voisins privés de v est appelé f-voisinage privé de v et est noté par PNf [v].

Proposition 2.6.1. [16]

Si f est un broadcast dominant minimum sur un graphe connexe G, alors V +
f = {v} si et

seulement si f (v) = e(v) = rad(G).

Pour un broadcast f sur un graphe G = (V ,E), on appelle coût de f, le nombre

f (V ) =
∑
v∈V f (v).

Le nombre de broadcast domination γb(G) de G est la valeur minimum de f (V ) sur

l’ensemble des broadcast f-dominants sur G. Un broadcast dominant f sur G pour lequel

f (V ) = γb(G) est un γb-broadcast sur G etV +
f est appellé γb-ensemble sur G . Par

conséquent , f est un broadcast dominant si et seulement si |Hf (v)| ≥ 1 pour tout

sommet v ∈ V .

z v

x

w

yu 1 0

0

0

0 2 0 0

2

0

0 0

(a) Graphe G (b) Broadcast f sur G (c) Broadcast g sur G

Figure 2.3 – Broadcast dominant sur le graphe G
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Les graphes de la Figure 2.3 illustrent deux broadcasts dominants f et g , où l’ensemble

f-dominant est V +
f = {z,y} , et l’ensemble g-dominant est Vg = {x}. Le sommet y f-domine

y,u,x,w et le sommet x g-domine tous les sommets de V. Le f-voisinage de y est

Nf [y] = {y,u,x,w} et le g-voisinage de x est V. On a Hf (v) = {z} et Hg(v) = {x}. Les couts

des fonctions f et g sont égaux respectivement á f (V ) = 3 et g(V ) = 2 . En fait , il n’est

pas diffcile de voir que γb(G) = 2 et g est un γb-broadcast.

Remarque 2.2. 1.La fonction caractéristique fS d’un ensemble dominant minimal S dans un

graphe G est un broadcast dominant minimal et donc γb ≤ γ .

2 . Soit u ∈ V et soit fu : V → {0,1, ...,diam(G)} la fonction définie par :

fu(v) =

 e(u) siv = u,

0 sinon

Le broadcast fu est un dominant minimal, puisque chaque sommet est f-dominé par

u .

Si u est un sommet dans le centre de G ( c-à-d e(u) = rad(G)), fu est appelé broadcast

radial.

De même, si e(u) = diam(G), fu est appelé broadcast diamétral .
2

4

(a) (b)

Figure 2.4 – (a)Un broadcast radial (b) Un broadcast diamétral

Un graphe G est γb-radial (resp. γb-diamétral) si γb(G) = rad(G) (resp.γb(G) = diam(G)).

Observation 6. [13]

Pour tout graphe G , γb ≤min{γ(G), rad(G)} ≤max{Γ (G),diam(G)} ≤ γb(G).

Théorème 2.6.1. [13]

Si G est un graphe de taille m, alors Γb(G) ≤ m et l’égalité est atteinte si et seulement si G est

une étoile ou une chaîne non triviale.
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2.7 Broadcast dans les graphes

2.7.1 Résultats fondamentaux

Pour tout graphe G et tout entier fixé k avec 1 ≤ k ≤ rad(G) , le nombre de k-distance

domination , noté γ(G), est la plus petite cardinalité d’un ensemble de sommets S de G

tel que tout sommet de G est à distance k d’au moins un sommet de S.

Proposition 2.7.1. [16] Pour tout graphe G,

γb(G) ≤min{kγk(G) : 1 ≤ k ≤ rad(G)}

En appliquant cette proposition pour k = 1 et k = rad(G), on obtient γb(G) ≤ rad(G) et

γb(G) ≤ γ(G).

Corollaire 2.7.1. Pour un graphe G,

γb(G) ≤min{rad(G),γ(G)}.
Dunbar et al preuvent l’inégalité du corollaire 2.7.1.

Figure 2.5 – Le graphe subdivisé de l étoile K1,4

On appelle graphe subdivisé d’un graphe G le graphe S(G) obtenu en insérant un

sommet sur chaque arête dans la figure 2.5.

Soit T = S(K1,t) le graphe subdivisé de l’étoile K1,t. Puis qu’aucun sommet ne domine

T,alors γb(T ) ≥ 2, et puis qu’un broadcast radial domine T , alors γb(T ) ≤ rad(T)= 2 .

Ainsi l’inégalité γb ≤min{γ(G),rad(G)} peut être atteinte . Parailleurs , la différence

entre min{γ(G),rad(G)} et γb(G) et entre Γb(G) et max{Γ (G), diam(G)} peut être trés

grande. En effet, considérons l’exemple suivant :
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Soit k un entier positif et soit Hk le graphe obtenu enjoignant un sommet pendantde

S(K1,2+k) á un sommet pendant de la chaîne P2k (2.5).

Alors γ(Hk)=2k +3 et diam(HK ) = 2k + 4, donc max{Γ (Hk),diam(Hk)} = 2k + 4 . Soit v

l’extrémité de P2k qui est extrémité de Hk. Soit le broadcast f : V (Hk)→ {0,1,2k+2}

défini par f (v) = 2k + 2, f (x) = 0 pour tout extrémité de Hk distincte de v et f(x) = 0 pour

tout autre sommet . Alors f est un broadcast dominant minimal sur Hk de coût 3k+3 et

Γb(Hk) > 3k + 3 . Nous avons donc :

Observation 7. [13]

Pour tout graphe G ,

Γb(Hk)-max{Γ(Hk) , diam(Hk)} ≥ k - 1 .

Dans [16] ,Erwin résouds le problème d’existence d’un graphe G vérifié, γb(G) <

{minkγk(G) : 1 ≤ k ≤ rad(G)}, par théorème suivant :

Théorème 2.7.1. [16]

Pour tout entier positif k ,

min{tγt (Hk) : 1 ≤ t ≤ rad(Hk)} −γb(Hk) ≥ 2k
15 − 1.

Dans Les trois propositions suivantes , dont deux sont des caractérisations des graphes

G vérifiant γb = rad(G) sont fondamentaux pour l’étude des γb-broadcasts .

Proposition 2.7.2. Soit f un γb-broadcast sur un graphe G, alors V +
f = v si et seulement si

f (v) = e(v) = rad(G), ce broadcast est un broadcast radial.

Proposition 2.7.3. Soit G un graphe , alors γb = rad(G) si et seulement si

min{kγk(G) : 1 ≤ rad(G)} = rad(G) .

Soit G un graphe d’ordre n > 4 tel que ∆(G) = n-2 , et soit H le graphe obtenu en joignant un

nouveau sommet à tous les sommets de G. Alors γb > γb(H) , le théorème suivant montre

cette relation n’est pas vrai en généralé.

Théorème 2.7.2. [16]

Si H est le graphe subdivisé d’un graphe G , alors γb ≤ γb(H).
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Bornes sur γb et Γb
Dans [16], Erwin détermine une borne inférieure pour le nombre de broadcast

domination d’un graphe arbitraire qui généralise l’inégalité γ(G) ≥ ddiam(G) + 1
3

e
connue pour le nombre de domination [17] .

Théorème 2.7.3. [16]

Pour tout graphe G , on a :

γ(G) ≥ ddiam(G) + 1
3

e .

Cette borne est atteinte pour les cycles d’ordre 3 et d’ordre 6 . Pour les chaînes , les

nombres de domination et broadcast domination sont égaux .

Théorème 2.7.4. [16]

Pour tout entier n ≥ 2,

γb(Pn) = γ(Pn) = dn
3
e.

Pour les cycles Cn , on a un résultat identique à celui des chaînes.

Théorème 2.7.5. [16]

Pour tout entier n ≥ 3,

γb(Cn) = γ(Cn) = dn
3
e.

Il existe d’autres bornes qui dépendent du rayon. Pour un γb - broadcast f , notons par

M = max{f(x) : x ∈ Vf }.

Lemme 2.7.1. [16]

Soit G un graphe et f un γb-broadcast sur G Alors,

rad(G) ≤ 2γb(G) + |Vf | −M − 1 .

Corollaire 2.7.2. [15]

Soit G un graphe et f un γb-broadcast sur G . Alors

γb(G) ≥ d
rad(G) +M + 1− |Vf |

2
e.
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Dans le théorème suivant , Bresar et Spacapan donnent une borne inférieure pour le

nombre de broadcast domination d’un graphe G , en fonction du rayon de G .

Puisque diam(G) ≥ rad(G), on a :

Théorème 2.7.6. [8]

Si G est un graphe connexe, alors

γP b(G) ≥ d2rad(G)
3

e.

Pour tout graphe connexe G d’ordre n , dn
3
e est une borne supérieure de son nombre de

broadcast domination.

Corollaire 2.7.3. [16]

Pour tout graphe connexe G d’ordre n ,

γb(G) ≤ dn
3
e.

Pour tout graphe connexe G , le nombre de broadcast domination γb et Γb vérifent une

chaîne d’inégalités .

Graphes avec un petit nombre de broadcast domination

Il est clair Pour un graphe non trivial connexe G , γ(G) = 1 si et seulement si rad(G) = 1.

Les graphes avec un nombre de broadcast domination égal à 1 admettent une

caractérisation identique . Le résultat suivant est prouvé par Erwin et Al .

Proposition 2.7.4. [16]

Soit G un graphe connexe non trivial . Alors γb(G) = 1 si et seulement si rad(G) = 1.

Pour un graphe biparti complet , les nombres de domination et broadcast domination

sont égaux .

Théorème 2.7.7. [7]

Pour tout graphe biparti complet Kp,q , on a :

γb(Kp,q) = γ(Kp,q) ≤ 2 .

On présente dans ce qui suit un théorème qui donne la caractérisation des graphes avec

un nombre de broadcast domination égal à 2 en fonction du rayon de G .
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Théorème 2.7.8. [16]

Soit G un graphe . Alors γb(G) = 2 si et seulement si :

min{rad(G),γ(G)} = 2.

Proposition 2.7.5. [16]

Si G est un graphe avec γb(G) = 2 , alors

1. rad(G) = 2 , ou,

2. rad(G) = 3 et γ(G) = 2.

Une autre conséquence du Théorème 2.7.8 est la suivante :

Proposition 2.7.6. [16]

Si G est un graphe connexe tel que min{rad(G),γ(G)} = 3 , alors γb(G) = 3.

Erwin résuma la proposition 2.7.5 , le théorème 2.7.8 et la proposition 2.7.6 par :

Proposition 2.7.7. [15]

Soit G un graphe. Si minrad(G),γ(G) = k, où 1 ≤ k ≤ 3, alors γb(G) = k.

Les résultats de la Proposition 2.7.4 , du Théorème 2.7.4 et de la Proposition permettent

d’affirmer que si G est un graphe connexe vérifie min{rad(G),γ(G)} ∈ {1,2,3} , alors

γb(G) ∈min{rad(G),γ(G)} . Il est naturel de se poser la question si ceci reste valable avec

min{rad(G), γ(G)} = 4. Mais cette question a une réponse négative . En effet ,

considérons le graphe de la figure 2.6.

Figure 2.6 – Le graphe G avec γb(G) = 3 et min{γ(G), rad(G)} = 4
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2.7.2 Classes de broadcasts dominants

2.7.2.1 Broadcast dominant minimal

Tout γb-broadcast minimum est minimal mais l’inverse n’est pas vrai en général (voir

l’exemple illustré dans la Figure 2.7). Des conditions nécessaires ou des caractérisations

existent sur la minimalité d’un broadcast.

1 1

2

0

0

0
0

0 0

0

0

3

00

f g

Broadcast dominants minimaux f,g sur S(k1.3)

Figure 2.7 – Broadcast dominant sur le graphe G

Proposition 2.7.8. [16]

Si f est un broadcast minimal sur un graphe G et |V +
f | > 2, alors pour tout sommet v,

f(v) < e(v).

Théorème 2.7.9. [16]

Soit G un graphe et f un broadcast dominant sur G, alors f est minimal si et seulement si les

deux conditions suivantes sont satisfaites.

(a) Pour tout sommet v avec f (v) ≥ 2, il existe un f-voisin privé u de v qui est à une

distance f (v) de v.

(b) Si f (v) = 1 , alors v possède un f-voisin privé u ∈N [v].

Le corollaire suivant est une conséquence immédiate du Théorème 2.7.3.

Corollaire 2.7.4. [16]

Si G est un graphe et f est un broadcast dominant minimal sur G , alors |f (u)− f (v)| < d(u,v)

pour chaque paire u, v de sommets distincts dans V +
f . Pour un graphe G , une fonction

f : V →N est dite continue sur V si pour toute paire u, v de sommets adjacents de G on a que

|f (u)− f (v)| ≤ 1.
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Le lemme 2.7.2 suivant est une définition équivalente de la continuité.

Lemme 2.7.2. [15]

Soit G un graphe et f : V →N une fonction, alors f est continue sur V si et seulement si

|f (u)− f (v)| ≤ d(u,v) pour toute paire u, v de sommets de G. Grâce au lemme 2.7.2, on

déduit que le Corollaire 2.7.4 n’est autre que la continuité des broadcasts dominants

minimaux sur l’ensemble des broadcast-dominants.

Lemme 2.7.3. [16]

Soit f un broadcast dominant sur un graphe G et soient x , x′ ∈ V (G), v,v′ ∈ V +
f avec v , v′.

Si x est f-essentiel à v et x’ est f-essentiel á v’, alors x , x′.

Théorème 2.7.10. [16]

Soit f un broadcast dominant sur un graphe G, pour tout sommet v ∈ V +
f et tout f-voisin privé

v’ de v,aucun sommet f-dominant distinct de v n’appartient à la géodésique v − v′.

2.7.2.2 Broadcast dominant optimal

Lemme 2.7.4. [16]

Si G est un graphe et f est un broadcast dominant minimal continue sur V, alors

max{f (v) : v ∈ V (G)} = 1.

Soit G un graphe , posons Γc(G) =max{f (V ) : f est un broadcast, dominant sur G et continu

sur V}. Un broadcast f dominant continu de coût maximum sur un graphe G est appelé

Γc-broadcast sur G.

Théorème 2.7.11. [15]

Pour tout graphe G,

γc(G) = γ(G) et Γc = Γ (G).

Corollaire 2.7.5. [16]

Soit G un graphe, alors G admet un γc-broadcast si et seulement si γb(G) = γ(G).

Le résultat qui suit généralise la condition nécessaire(b) du Théorème 2.7.3 aux

γb-broadcasts.
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Théorème 2.7.12. [16]

Soit G un graphe d’ordre au moins égal à 2, alors il existe un γb-broadcast f sur G tel que

pour tout sommet v ∈ V +
f , il existe un f-voisin privé u de v qui est à une distance f (v) de v.

Si f est un broadcast sur un graphe G et S ⊆ V +
f , alors on défnit l’ensemble des f-voisins privés

de S par PNf [S] =Nf [S]−Nf [V +
f − S].

Théorème 2.7.13. [16]

Si f est un γb-broadcast sur un graphe G, alors pour tout ensemble non vide S ⊆ V +
f ,∑

u∈S f (u) ≤minv∈Vmaxu∈PN f [S]d(u,v).

L’inégalité présentée dans le Théorème 2.7.13 n’est pas une condition suffisante. En effet, pour

n ≥ 4, soit v le sommet central de P2n+1 et χv la fonction caractéristique de v.

La fonction nχv est un broadcast dominant minimal sur P2n+1 satisfaisant le Théorème

2.7.13 mais n’est pas un γb-broadcast puisque γb(P2n+1) = d2n+ 1
3
e < n.

Corollaire 2.7.6. [16]

Soient G un graphe et f un γb-broadcast sur G. Alors pour toute paire de sommets distincts

u,v avec 0 < f (u) ≤ f (v),

f (u) ≤ dd(u,v)
2
e et f (v) ≤ d(u,v).

La réciproque du corollaire 2.7.6 est fausse en général. Considérons le contre exemple suivant :

soit k ∈ N, k ≥ 1, et T l’ensemble des sommets de degré 2 du graphe S(K1,2+k).

2.7.3 Autres invariants broadcast

Dans [13] Dunbar et al. définirent et étudièrent d’autres paramètres liés aux broadcasts

appelé broadcasting invariants. Nous citerons dans cette partie l’essentiel des résultats

obtenus.

broadcast independant (stable) :

broadcast f est dit stable si pour tout sommet v∈ V +,Nf [v]∩V + = v. Le coût maximum

d’un broadcast stable de G, noté par βb(G), est le nombre de broadcast stabilité , et le

nombre de broadcast stabilité inférieur noté ib(G) est égal au coût minimum d un

broadcast stable maximal de G. pour tout graphe G.
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nous avons la chîne d inégalité suivantes :

ib(G) ≤ rad(G) ≤ diam(G) ≤ βb(G) .

1 0 0 1 2 0 0 2

Figure 2.8 – Broadcast stable sur P4

Soit M un sous-ensemble de sommets de G tels que chaque paire de sommets u et v dans

M, d(u,v) = diam(G), et soit µ(G) la cardinalité maximum de tel ensemble de G. Dans

l’observation suivante, Dunbar et al ont déterminé une borne inférieure pour βb(G).

Proposition 2.7.9. [13]

Pour tout graphe G, βb(G) ≥ µ(G)(diam(G)− 1) ≥ 2(diam(G)− 1).

et cette borne est atteinte.

En fait, la borne inférieure de βb de la Proposition est atteinte par le graphe S(K1, t),

t ≥ 2.

Dans ce qui suit, lorsque deux paramétres α et ε sont incomparables , nous écrivons

brièvement α^ε.

Observation 8. [13]

Pour tout graphe G ,

γ(G) ≤ i(G) ≤ β0(G) ≤ βb(G),

{γ(G), i(G)}^ib(G),

{p(G);P (G)}^ {γb(G), ib(G)}.

les auteurs étudiérent l’extension de la chaîne d’inégalités : γ(G) ≤ i(G) ≤ β0(G) ≤ Γ (G)

énoncée au Chapitre 2, à savoir si γb(G) ≤ ib(G) ≤ βb(G) ≤ Γb(G) est satisfaite.

Pour tout sommet v ∈ V +
f , posons df (v) = d(v,u) | u ∈ V +

f . Le théorème suivant est une

caractérisation des broadcasts indépendants.

Théorème 2.7.14. [16]

Soit f un broadcast indépendant sur un graphe G . Si V +
f = v alors f est maximal si et

seulement si f (v) = e(v). Par ailleurs, si |V +
f | ≥ 2 , alors f est maximal si et seulement si les

deux conditions suivantes sont satisfaites :
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(i )f est un broadcast dominant et ,

(ii) pour tout v ∈ V +
f , f (v) = d+(v)− 1.

Corollaire 2.7.7. Pour tout graphe G,

(i)γb(G) 6 ib(G),

(ii)γb(G)^Γb(G),

(iii)βb(G)^Γ (G).

Le résultat suivant établit une chaîne d’inégalités entre 0 et les nombres de broadcast

indépendance.

Proposition 2.7.10. [13]

Pour tout graphe G,

ib(G) ≤ rad(G) ≤ β0(G) ≤ βb(G).

Corollaire 2.7.8. [13]

Pour tout graphe G,

si γb(G) = rad(G), alors ib(G) = rad(G).

Nous obtenons alors le schéma de comparaison suivant donné dans [13] :

γ(G) ≤ i(G) ≤ β0(G) ≤ Γ (G).

∨ | ^ | ∧ | ∧.

γb(G) ≤ ib(G) ≤βb(G) ≤ Γb(G).

Broadcast dominant indépendant :

Un broadcast f est dit dominant indépendant s’il est au même temps dominant et

indépendant. Le coût maximum (resp.minimum) d’un broadcast indépendant dominant

minimal sur G est noté Γib(resp.γb(G)) . Puisque la fonction caractéristique de tout

ensemble independant maximal est un broadcast dominant independant minimal on a :

γib≤i(G) et Γib≥β0(G).

Théorème 2.7.15. [15]

Si f est un broadcast dominant non indépendant sur un graphe G = (V ,E), alors il existe un

broadcast g sur G qui est dominant indépendant avec g(V ) ≤ f (V ) et V +
g ⊂ V +

f .
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Corollaire 2.7.9. [13]

Tout graphe G possède un γb broadcast qui est indépendant, ou bien pour tout graphe G,

γb(G) = γib(G).

Proposition 2.7.11. [13]

Pour tout graphe G , γib(G) ≤ ib(G) ≤ rad(G) ≤ diam(G) ≤ Γib(G).

Pour le nombre supérieur de broadcast indépendant de domination, nous avons ce qui

suit :

Proposition 2.7.12. [13]

Pour tout graphe G,

β0(G) ≤ Γib(G) ≤min{Γb(G),βb(G)} D’autre part, Dunbar et al. montrent que, pour le graphe

de Petersen PG et la chaîne P10,

on a Γib(PG) = 4 < 5 = Γ (PG) et Γ (P10) = 5 < 9 = diam(P10) ≤ Γib(P10). Ainsi, Γib ^ Γ (G).

Broadcast efficace :

Un broadcast f est efficace si chaque sommet est f-dominé par un seul sommet broadcast.

Le coût maximum d’un broadcast efficace est appelé broadcast le nombre de efficace

supérieur et est noté Γeb(G). le nombre de broadcast efficace γeb(G) est égale au coût

minimum d’un broadcast efficace . A titre d’exemple, on peut dire que la fonction

broadcast définie sur P7 dans FIG 2.9 est broadcast efficace.
0 0 0 0 02 1

Figure 2.9 – Un broadcast efficace sur P7

Théorème 2.7.16. [13]

Tout graphe possède un γb- broadcast qui est efficace.

Corollaire 2.7.10. [13]

Tout graphe G posséde un γb- broadcast f pour lequel la distance entre deux sommets

f-dominants u,v est supérieure à f(u)+f(v). Parce que tout broadcast dominant efficace est

dominant minimal, tout graphe G vérifie : Γeb(G) ≤min{βb(G),Γb(G),Γib(G)}.

Tous les résultats étendent la chaîne d’inégalités entre les invariants de broadcast :

38



Terminologie et définition générales

Corollaire 2.7.11. [13]

On a :

γb(G) = γib(G) = γeb(G) ≤ ib(G) ≤ rad(G) ≤ diam(G) ≤ Γeb(G) ≤ Γib(G) :

Observation 9. [13]

Pour tout graphe G,

Γeb(G)^{p(G), P (G),γ(G), i(G),β0(G),Γ (G)}.

Broadcast packing

Un broadcast f est un est un broadcast packing si chaque sommet est f-dominé par au

plus un sommet broadcast . Le coût maximum d’un broadcast packing de G est appelé

broadcast le nombre de broadcast packing, et est noté Pb(G) . Le coût minimum d ’un

broadcast packing maximal est appelé le nombre de broadcast paking inférieur et est noté

pb(G).

0 0 1 0 0 0 2 0 0 0

(a) (b)

Figure 2.10 – (a) Paking maximal-(b) broadcast paking maximal

Observation 10. Pour tout graphe G, on a :

(i)pb(G)^P (G) ;

(ii)pb(G)^p(G) ≤ P (G) ≤ Pb(G) ;

(iii)pb(G) ≤ rad(G) ≤ diam(G) ≤ Pb(G) ≤ βb(G).

On sait que la chaîne d’inégalité suivante est valide pour tout graphe G :

p(G)≤ P(G)≤ γ(G).

39



Terminologie et définition générales

Dunbar et al. se posérent naturellement la question de la conservation de cette chaîne

entre les broadcasting invariants correspondants. Ils apportérent une réponse complète

à cette question par ce qui suit :

Proposition 2.7.13. [13]

Tout broadcast efficace est :

(i) un broadcast packing maximal ;

(ii) un broadcast dominant minimal ;

(iii) un broadcast dominant indépendant minimal.

Le corollaire suivant est immédiat du Corollaire ?? et de la Proposition 2.7.13 :

Corollaire 2.7.12. [13]

Pour tout graphe G,

pb(G) ≤ γeb(G) = γib(G) = γb(G) ≤ ib(G) ≤ Γeb(G) ≤min{Pb(G),Γb(G),Γib(G)}.

Observation 11. [13]

Pour tout graphe G,

Pb(G)^{γ(G), i(G),β0(G),Γ (G),Γib(G),Γb(G)}.

Les inégalités et comparaisons entre broadcasting invariants vues dans ce chapitre sont

résumées dans le Tableau 2.1.
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Terminologie et définition générales

p P γ i β0 Γ γb ib βb Γb r d Γib Γeb pb Pb

p = ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ � � ≤ ≤ � � ≤ � � ≤

P ≥ = ≤ ≤ ≤ ≤ � � ≤ ≤ � � ≤ � � ≤

γ ≥ ≥ = ≤ ≤ ≤ ≥ � ≤ ≤ � � ≤ � ≥ �

i ≥ ≥ ≥ = ≤ ≤ ≥ � ≤ ≤ � � ≤ � ≥ �

β0 ≥ ≥ ≥ ≥ = ≤ ≥ ≥ ≤ ≤ ≥ � ≤ � ≥ �

Γ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ = ≥ ≥ � ≤ ≥ � � � ≥ �

γb � � ≤ ≤ ≤ ≤ = ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≥ ≤

ib � � � � ≤ ≤ ≥ = ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≥ ≤

βb ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ � ≥ ≥ = � ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥

Γb ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ � = ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ �

r � � � � ≤ ≤ ≥ ≥ ≤ ≤ = ≤ ≤ ≤ ≥ ≤

d � � � � � � ≥ ≥ ≤ ≤ ≥ = ≤ ≤ ≥ ≤

Γib ≥ ≥ ≥ ≥ ≥ � ≥ ≥ ≤ ≤ ≥ ≥ = ≥ ≥ �

Γeb � � � � � � ≥ ≥ ≤ ≤ ≥ ≥ ≤ = ≥ ≤

pb � � ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ = ≤

Pb ≥ ≥ � � � � ≥ ≥ ≤ � ≥ ≥ � ≥ ≥ =

Table 2.1 – Inégalités entre les invariants de broadcast

2.8 Complexité du problème de broadcast domination

SoitG = (V ,E) un graphe d’ordre n . Le problème de décision [12] associé au problème

de recherche d’un broadcast dominant minimum est donné par :

Broadcast dominant

Instance : Un graphe G = (V ,E) d’ordre n et un entier positif k , k ≤ n.

Question : Existe-il un broadcast dominant f de G tel que γb(G) =min
∑
v∈V f (v) ≤ k ?

La complexité du problème de Broadcast dominant est polynomiale en O(n3) [4] pour la

classe des graphes d’intervalles, en O(nr4) [4] pour la classe des graphes

séries-parallèles (r représente le rayon du graphe), en O(nr) [4] pour la classe des arbres

(où r représente le rayon de l’arbre) et en O(n7) [19] pour les graphes en général.
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Chapitre 3

Broadcast efficaces dans les cycles

Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions les différentes broadcasts efficaces dans la classe des

cycles . Notre chapitre sera décomposé en deux parties , la première est consacré aux

résultats qui ont obtenu au paramètres sur les autres invariants de domination et de

broadcast domination dans cette classe des graphes . La deuxième partie sera réservé à

notre apport personnel , l’étude du nombre de broadcasts efficaces distincts dans les

cycles. Pour cela nous allons prouver des bornes et des valeurs exacts .
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Broadcast efficaces dans les cycles

3.1 Différents invariants de broadcast et domination dans la classe

des chaîne et cycles

Dans cette section , nous citons quelques résultats obtenus concernant les invariants

de broadcast domination dans la classe des chaînes et la classe des cycles.

Théorème 3.1.1. [5]

Pour tout n ≥ 2,

Pb(Pn) = diam(Pn) = n− 1.

pour chaque n ≥ 3,

Pb(Cn) = diam(Cn) = dn
2
e.

Théorème 3.1.2. [5]

Pour tout entier n ≥ 2 , rad(Pn) = bn
2
c.

Bouchouika et al ont donné des valeurs exactes pour différents paramètres de

domination et de broadcast domination dans les chaînes et des cycles.

Théorème 3.1.3. [5]

Pour tout entier n ≥ 2, Γb(Pn) = IRb(Pn) =Diam(Pn) = n− 1.

Théorème 3.1.4. [5]

Pour tout entier n ≥ 2 , ib(Pn) = d2n
5
e.

Le nombre de broadcast domination dans les chaînes et les cycles à été donné par Erwin

et al.

Proposition 3.1.1. [15]

Pour tout entier n ≥ 3 ,

γb(Cn) = γb(Pn) = dn
3
e.

Lemme 3.1.1. [5]

Soit f une diffusion maximale irrédondante sur Cn. Si Hf (vi) = ∅ pour chaque sommet vi ,

Hf (vi−1) , ∅ et Hf (vi+1) , ∅.
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Broadcast efficaces dans les cycles

Théorème 3.1.5. [5]

Pour tout entier n ≥ 3, irb(Cn) = Γb(Cn).

Théorème 3.1.6. [5]

Pour tout entier n ≥ 4, Γb(Cn) = 2(bn2c − 1).

Pour tout entier n ≥ 3, βb(Cn) = 2(bn2c − 1).

Pour le nombre de packing dans les chaînes .

Théorème 3.1.7. [5]

pour chaque n ≥ 3,

pb(Cn) =


n
4

Si n ≡ 0 (mod 8)

2bn8c+ 1 Si n ≡ 1,2,3 (mod 8)

2bn8c+ 2 Si n ≡ 4,5,6,7 (mod 8)

3.2 Broadcast efficace dans les cycles

chaque cycle Cn de taille n ≥ 3 peut admettre plusieurs broadcasts efficaces différents,

par exemple la figure 3.1 illustre 9 broadcasts efficases distincts sur le cycle C10 où

γeb(C10) = 4 et Γeb(C10) = 5 .

5 0 0 0 0

0 0 0 0 0

1 0 0 0 0

0 0 0 0 3

0 0 0 0 2

2 0 0 0 0

0 0 0 3 0

0 1 0 0 0
0 0 0 0 1

3 0 0 0 0

0 0 0 1 0

0 3 0 0 0

Figure 3.1 – Broadcasts efficaces distincts sur C10

D’abord nous allons définir un nouveau invariant que nous allons étudier dans ce travail

et qui est le nombre de broadcasts efficaces, distincts et lui donnez la notation Nγeb(G).
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Broadcast efficaces dans les cycles

Définition 3.2.1. Soit G = (V ,E) un graphe ,

Le graphe G peut comporter plusieurs broadcasts dominants efficaces, nous nous intéresserons

donc à étudier le nombre maximum de broadcasts dominants efficaces pour ce graphe, ce

nombre que nous considérerons comme le nouveau invariant et que nous noterons Nγeb(G),

ne prendrons pas en compte les cas symétriques.

Example 1.

1 0 0 0 0

0 0 0 0 3

0 0 0 0 3

1 0 0 0 0

(a) (b)

Figure 3.2 – Broadcasts efficaces distincts sur C10

Dans cette exemple on a l’ensemble des broadcasts (a) symétriques avec l’ensemble des

broadcasts (b).

la distribution des poids strictement positif sur les sommets du graphe G , possède

exactement i valeurs strictement positif Pour cela On considère N i
γeb(G) le nombre des

broadcasts efficaces distincts pour |V +
f | = i , alors :

Théorème 3.2.1. Nγeb(Cn) =N 1
γeb(Cn) +N 2

γeb(Cn) + .......+N
b n3 c
γeb(Cn).

Preuve 3.2.1. Pour pouvoir calculer le nombre de broadcasts domination efficaces distincts

Nγeb(Cn) on doit calculer N iγeb(Cn) pour chaque cas |V +
f | = i .

Les broadcasts efficaces qu’on peut affecter à un cycles peuvent être regroupés en fonction de la

cardinalité de l’ensemble V +
f . Ces nombres élémentaires de broadcasts efficaces notés

N iγeb(Cn) où l’indice i commence par i = 1 pour lequel une seule valeur positive est mise sur

un sommet du graphe et la valeur maximum de i est i = bn3c car pour avoir un nombre

maximum de poids positifs sur les sommets du graphe G , il faut que les poids ne dépassent

pas la valeur 1 (pour minimiser la cardinalité de l’ensemble de voisinage du chaque sommet

broadcast) et doit être positif donc les poids également exactement 1, maintenant pour n = 3k

la fonction broadcast doit être définie comme suit :

f (vi) =

 1 Si i = 3k + 1.

0 Sinon.
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Broadcast efficaces dans les cycles

d’où le nombre de sommet broadcast dans ce cas |V +
f | =

n
3 .

Remarque 3.1. Le nombre maximum de sommets broadcast que peut avoir un graphe dans la

fonction broadcast efficace est :
n
3

.

Proposition 3.2.1. pour tout entier n ≥ 3,

N 1
γeb(Cn) = dn

2
e.

Preuve 3.2.2. montrons que N 1
γeb(Cn) = dn

2
e pour tout n ≥ 3.

Soit Cn un cycle d’ordre n tq Cn = (v1v2....vn). Les sommets sont numérotés de 1 à n.

Dans ce cas |V +
f | = 1 c-à-d l’ensemble des sommets broadcasts contient un seul sommet, un

seul sommet qui porte une valeur strictement positif qu’on le note à va.

La fonction broadcast efficace doit être définie comme suit :

fi(v) =

 rad(Cn) Si v = va,

0 Sinon.

Le sommet broadcast peut se deplacer de la position i=1 jusqu’a la position dn
2
e .

Ces fonctions sont efficaces et dominantes c-à-d sont efficaces est minimales pour l’efficacité

pour chaque position .

Donc :

N 1
γeb(Cn) = dn

2
e.

Example 2.

3 0 0

0 0 0

0 3 0

0 0 0

0 0 3

0 0 0

0 0 0

0 0 3 0 3 0

0 0 0

3 0 0

0 0 0

Figure 3.3 – Broadcasts efficaces distincts sur C6
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Broadcast efficaces dans les cycles

Proposition 3.2.2. pour tout entier n > 5,

N 2
γeb(Cn) =

 d
n2 − 4n

8
e Si n pair.

0 Sinon.

Preuve 3.2.3. Soit Cn un cycle d’ordre n tel que : Cn = (v1,v2, ...,vn). comme |V +
f | = 2 alors

l’ensemble de sommets broadcasts contient deux sommets. Soit f une fonction broadcast

efficace sur Cn avec deux sommets broadcast alors, chaque sommet broadcast f-domine une

partie du cycle Cn cette partie constitue une boule qu’on note b(xi).

Supposons que i est la position du sommet vi et que les deux sommets broadcasts ordonnés de

la gauche à la droite sont va et vb.

i) Si n est impair

n s’écrit sous la forme n = (2j + 1) + 2k.

2j + 1 représente un nombre impair.

2k représente un nombre pair.

On démontre par l’absurde , alors on suppose qu’il existe une fonction broadcast efficace sur

Cn.

xa une sommet broadcast f-domine une partie de cycle Cn tant que f (xa) = j cette partie

constitue une boule contient 2j + 1 sommets.

supposons qu’il existe un autre sommet broadcast xb f-domine une autre partie de cycle Cn tel

que f (xb) = i cette partie contitue une 2ème boule qui doit contenir 2i + 1 sommets(nombre

impair des sommets).

(contradiction car le nombre des sommets restant est impaire).

alors en peut pas avoir une autre sommet broadcast dans la 2ème boule .

donc il n’existe pas un broadcast efficace dans le cycle d’ordre impair.

ii) Si n est pair

Le sommet xa peut se déplacer de la position i = 1 jusqu’à la position
n
4

dans ce cas le sommet

xb peut avoir une seul position
n
2

+ i.

Pour chaque position de xa on aura
n
2
− 2 broadcasts efficaces.

Donc :

N 2
γeb(Cn) = (

n
2
− 2)dn

4
e = dn

2 − 4n
8
e.
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Broadcast efficaces dans les cycles

Example 3.

1 0 0

0 0 1

0 1 0

0 1 0

Figure 3.4 – Broadcasts efficaces distincts sur C6 pour | v+
f |= 2

1 0 0 0

0 0 0 2

0 1 0 0

0 0 2 0

0 0 0 1

2 0 0 0

0 0 1 0

0 2 0 0

Figure 3.5 – Broadcasts efficaces distincts sur C8 pour | v+
f |= 2

Proposition 3.2.3. Pour tout entier n ≥ 9,

N 3
γeb(Cn) =


b
n
2
c−3∑

i=1
N 2
γeb(Cn−2i−1) Si n impair,

0 Sinon.

Preuve 3.2.4. Soit Cn un cycle d’ordre n tq Cn = (v1v2....vn). Dans ce cas, |V +
f | = 3

c-à-d l’ensemble des sommets broadcasts contient trois sommets, les trois sommets qui portent

des valeurs strictement positives qu’on les notes va , vb , vc ordonnés de la gauche à la droite.

i)Si n est impair :

Soit f une fonction broadcast efficace optimale sur le cycle Cn .

on note Si le nombre des broadcasts efficaces tel que f (vb) = i et Nf (vb) = 2× i + 1

∀i = 1, ..., rad(Cn−3) tq :( rad(Cn−6) = rad(Cn)− 3 = bn
2
c − 3) .

Les sommets va, vc peuvent avoir des positions et des poids différents .

Alors on a :

N 3
γeb(Cn) = S1 + S2 + S3....S

b
n
2
c−3

.

On peut décomposer le cycle Cn en deux cycles et une chaine P2i+1 c’est la chaine induite par

le sommet vb et son f - voisinage, les deux autres cycles sont induites par le reste du côté
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Broadcast efficaces dans les cycles

gauche et le reste du côté droit, ces deux dèrnièr cycles contient les deux autres sommets

broadcast va, vc.

les deux dernière cycles peuvent être considérés comme un cycle induite d’ordre n - (2i + 1)

pour l’étude de le broadcast efficace. Donc on trouve que :

S1 =N 2
γeb(Cn−3).

S2 =N 2
γeb(Cn−5).

S3 =N 2
γeb(Cn−7).

jusqu’à

S
b
n
2
c−3

=N 2
γeb(C6) = 2.

Alors,

N 3
γeb(Cn) =N 2

γeb(Cn−3) +N 2
γeb(Cn−5) +N 2

γeb(Cn−7) + ....N 2
γeb(C6).

Donc :

N 3γeb(Cn) =

b
n
2
c−3∑

i=1
N 2
γeb(Cn−2i−1)

Comme illustration numérique nous avons :

N 3
γeb(C9) =N 2

γeb(Cn−3) =N 2
γeb(C6) = 2 N 3

γeb(C11) = 4 + 2 N 3
γeb(C13) = 8 + 4 + 2

ii)Si n est pair :

Soit f une fonction broadcast efficace optimale sur le cycle Cn .

Les sommets va, vc peuvent avoir des positions et des poids différents .

On peut décomposer le cycle Cn en deux cycles et une chaine P2i+1 c’est la chaine induite par

le sommet vb ,tel que f (vb) = i et Nf (vb) = 2 les deux autres cycles sont induites par le reste

du côté gauche et le reste du côté droit , ces deux dèrnières cycles contient les deux autres

sommets broadcast va, vc.

les deux dernière cycles peuvent être considérés comme un cycle induite d’ordre n - (2i + 1).

On a n est un nombre pair alors n s’ecrit sous la forme n = (2i + 1) + (2j + 1).

Donc n− (2i + 1) = 2j + 1 , on remarque que le reste est un nombre impair .

D’aprés la preuve précedente 3.2.3 on peut pas avoir deux sommets broadcats efficaces dans le

cycles impair.

Donc :
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N 3
γeb(Cn) =


b
n
2
c−3∑

i=1
N 2
γeb(Cn−2i−1) Si n impair,

0 Sinon.

Example 4.

1 0 0 1

0 1 0 0

0

0 1 0 0

0 1 0 0

1

Figure 3.6 – Broadcasts efficaces distincts sur C9 pour | v+
f |= 3

1 0 0 1 0

0

0 0 0 2 0

1 0 0 0 2

0

0 1 0 0 0

0 0 2 0 0
0

0 1 0 0 1

0 0 1 0 0
2

0 1 0 0 0
0 0 0 1 0

0

2 0 0 0 1

0 0 1 0 0
1

0 2 0 0 0

Figure 3.7 – Broadcasts efficaces distincts sur C11 pour | v+
f |= 3
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Proposition 3.2.4. Pour tout entier n ≥ 12,

N 4
γeb(Cn) =


b
n
2
c−4∑

i=1
N 3
γeb(Cn−2i−1) Si n pair,

0 Sinon.

Preuve 3.2.5. Soit Cn un cycle d’ordre n tq Cn = (v1v2....vn). Dans ce cas, |V +
f | = 4 c-à-d

l’ensemble des sommets broadcasts contient quatres sommets, les quatres sommets qui portent

des valeurs strictement positives qu’on les notes va , vb , vc , vd ordonnés de la gauche à la

droite.

i)Si n est pair :

Soit f une fonction broadcast efficace optimale sur le cycle Cn .

on note Si le nombre des broadcasts efficaces tel que f (vb) = i et Nf (vb) = 2× i + 1

∀i = 1, ..., rad(Cn−9) (tq : rad(Cn−9) = bn
2
c − 4) .

Les sommets va, vc , vd peuvent avoir des positions et des poids différents .

Alors on a :

N 4
γeb(Cn) = S1 + S2 + S3....S

b
n
2
c−4

.

On peut décomposer le cycle Cn en quatres cycles C2i+1 c’est le cycle induite par le sommet vb
et son f - voisinage, les trois autres cycles sont induites par le reste du côté gauche et le reste

du côté droit, ces trois dèrnières cycles contient les trois autres sommets broadcast va, vc, vd .

les trois dernière cycles peuvent être considérés comme un cycle induite d’ordre n - (2i + 1)

pour l’étude de le broadcast efficace. Donc on trouve que :

S1 =N 3
γeb(Cn−3).

S2 =N 3
γeb(Cn−5).

S3 =N 3
γeb(Cn−7).

jusqu’à

S
b
n
2
c−4

=N 3
γeb(C9) = 2.

Alors,

N 4
γeb(Cn) =N 3

γeb(Cn−3) +N 3
γeb(Cn−5) +N 3

γeb(Cn−7) + ....N 3
γeb(C9).

Donc

N 4
γeb(Cn) =

b
n
2
c−4∑

i=1
N 3
γeb(Cn−2i−1).
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Comme illustration numérique nous avons :

N 4
γeb(C12) =N 3

γeb(Cn−3) =N 3
γeb(C9) = 2 N 4

γeb(C14) = 6 + 2 N 3
γeb(C16) = 14 + 6 + 2

i)Si n est impair :

Donc

N 4
γeb(Cn) =


b
n
2
c−3∑

i=2
N 3
γeb(Cn−2i−1) Si n pair,

0 Sinon.

ii)Si n est impair :

Soit f une fonction broadcast efficace optimale sur le cycle Cn .

Les sommets va, vc , vd peuvent avoir des positions et des poids différents .

On peut décomposer le cycle Cn en trois cycles et une chaine P2i+1 c’est la chaine induite par le

sommet vb , tel que f (vb) = i et Nf (vb) = 2× i + 1 les trois autres cycles sont induites par le

reste du côté gauche et le reste du côté droit , ces trois dernières cycles contient les trois autres

sommets broadcast va, vc, vd .

Ils peuvent être considérés comme un cycle induite d’ordre n - (2i + 1). On a n est un nombre

pair alors n s’ecrit sous la forme n = (2i + 1) + 2k. Donc n− (2i + 1) = 2k , on remarque que le

reste est un nombre pair .

D’aprés la preuve précedente 3.2.4 on peut pas avoir 3 sommets broadcats dans le cycles pair.

Example 5.

1 0 0 1 0 0

1 0 0 1 0 0

0 1 0 0 1 0

0 1 0 0 1 0

Figure 3.8 – Broadcasts efficaces distincts sur C12 pour | V +
f |= 4
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1 0 0 1 0 0 1

0 0 0 2 0 0 0

1 0 0 1 0 0 0

0 0 1 0 0 0 2

0 0 1 0 0 1 0

1 0 0 0 2 0 0

0 0 2 0 0 0 1

0 1 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 2 0

0 1 0 0 1 0 0

0 1 0 0 1 0 0

0 1 0 0 0 2 0
0 0 0 1 0 0 1

2 0 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 1 0

0 2 0 0 0 1 0

Figure 3.9 – Broadcasts efficaces distincts sur C14 | V +
f |= 4

Proposition 3.2.5. Pour tout entier n ≥ 6 et k ≥ 2,

N
d n3 e
γeb (Cn) =


2 Si n = 3k,(n− 1
3

)2
−
(n− 7

3

)
Si n = 3k + 1,

2bn3c Si n = 3k + 2.

Preuve 3.2.6. Soit Cn un cycle d’ordre n tant que Cn = (v1,v2, .....vn) on distingue 3 cas selon

la valeur de n en fonction de 3k k ∈ Z+.

Premier cas : n = 3k.

pour n=6, N
d n3 e
γeb (C6) = 2

maintenant on suppose que pour tout cycle Cn d’ordre n = 3k ,k ∈ Z+ (k ≥ 2) et | V +
f |= d

n
3
e on

définit la fonction broadcast efficace

f (v) =

 1 Si v = v3i , i = 0....dn3e,
0 Sinon.

La fonction f est une fonction broadcast efficace sur Cn donc N
d n3 e
γeb (Cn) ≥ 2.

Démontrons que N
d n3 e
γeb (Cn) ≤ 2.

• Si en déplace le premier 1 du premier sommet broadcast ,tous les sommets broadcast prend
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la valeur 1 et le graphe soit complètement f dominé.

• Si un sommet broadcast d’un graphe a une valeur supérieur ou égale a 2, dans cette

situation on perd un sommet broadcast et on peut pas attendre le nombre de sommet dn3e donc

va pour attendre | V +
f |= d

n
3e.

La seul fonction broadcast efficace que nous avons c’est f d’où N
d n3 e
γeb (Cn) = 2 pour tout n=3k,

k = 0....dn3e.
Deuxième cas :n = 3k + 1, k ∈ Z (k ≥ 3).

pour k = 3 on a n = 3× 3 + 1 = 10 et Nγeb(C10) = 8 = 32 − 1.

pour k = 4 on a n = 3× 4 + 1 = 13 et Nγeb(C13) = 14 = 42 − 1.

jusqu’à k = k′ on a n = 3k′ + 1 et Nγeb(Cn) = k′2 − (k′ − 2).

tant que n = 3k′ + 1 alors

3k′ = n− 1

k′ =
n− 1

3

k2 =
(n− 1

3

)2

k − 2 =
n− 1

3
− 2 =

n− 7
3

Donc

N
d n3 e
γeb (Cn) =

(n− 1
3

)2
−
(n− 7

3

)
.

Troisième cas :n=3k+2

dans cette situation on perd une sommet broadcast ,on peut pas attendre le nombre de sommet

broadcast dn3e.
le nombre de sommet broadcast si n=3k+2 est bn3c alors |V +

f | = b
n
3c.

dans ce cas chaque sommets broadcast sur le graphe peut avoir deux différentes position .

finalement N
d n3 e
γeb (Cn) = 2bn3c.

Donc

N
d n3 e
γeb (Cn) =


2 Si n = 3k,(n− 1
3

)
)2
−
(n− 7

3
)
)

Si n = 3k + 1,

2bn3c Si n = 3k + 2.
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3.3 Conclusion générale

Du fait de la généralisation du concept de la domination, le nombre de broadcast

domination jouit une grande importance dans la modélisation et la résolution des

problèmes d’optimisation combinatoire.

Au cours de ce mémoire, nous nous sommes intéressés à l’étude du nombre des

différents broadcasts efficaces Nγeb(G) dans les cycles.En effet dans la première partie de

notre travail nous avons défini ce nouveau invariant est donné les différentes propriétés

. Puis déterminer des valeurs exactes pour ce nouveau invariant pour des cas

particuliers en se basant sur la cardinalité de l’ensemble des sommets broadcast à savoir

la cardinalité une, deux, trois et quatre. Par la suite, nous avons prouvé la cardinalité

maximum que peut atteindre l’ensemble des sommets broadcast et nous avons donné la

valeur correspondante du nombre des broadcasts efficaces...

Les résultats obtenus sont satisfaisants et tous prouvés. Bien que ces résultats soient

importants .

Ce travail nous a permis de dégager plusieurs perspectives qui nous semblent

intéressantes a explorer dans les travaux futurs. Parmi ces perspectives, nous citons :

– Étude du nombre des broadcasts efficaces pour les autres cas.

– Choisir une autre classe de graphe pour l’étude du nombre des broadcasts efficaces.

– Étude de l’aspect algorithmique et la complexité du nombre des broadcasts efficaces.
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Résumé

Soit G un graphe et Cn un cycle d’ordre n de longueur n, un ensemble dominant dans

un graphe G est un sous-ensemble de sommets du graphe G tel que tout sommet

appartient soit à cet ensemble soit a un voisin dans celui-ci. Le problème de la

broadcast domination est une variante du problème de domination. Un broadcast f est

efficace qui est un invariant de broadcast si tout sommet est f-dominé exactement par

un seul sommet f-dominant. Dans ce travail, nous étudions le nombre de differents

broadcasts efficaces qu’on le note Nγeb dans un cycle Cn. Nous déterminons soit des

bornes soit des valeurs exactes.

Mots clés : Cycle , broadcast domination, broadcast efficace.

Abstract

Let G be a graph and Cn a cycle of order n, a dominating set in a graph G is a subset D

of vertices of the graph G such that any vertex belongs either to this set or to a neighbor

in this one . The broadcast domination problem is a variant of domination problem. A

broadcast f is efficient as a broadcast invariant if every vertex in G is f-dominated by

exactly one vertex. In this work, we study the number of different efficient broadcasts

that we denote by Nγeb(G) in a cycle Cn . We determine either bounds or exact values.

Keys : Cycle, broadcast domination, efficient broadacst.
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