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INTRODUCTION GENERALE

‘équation de Schrodinger congue par le physicien autrichien Erwin Schrodinger en
L 1925,est une équation fondamentale en mécanique quantique massive non relati-
viste,et remplit ainsi le mame role que la relation fondamentale de la dynamique en méca-
nique classique. I'équation de Schrodinger non linéaire (NLS) se pose fréquemment dans
des problemes physiques, par exemple dans la propagation laser en optique non-linéaire.
L’équation NLS de focalisation periodique a servi comme une équation pour décrire les
phénomenes d’onde instables. La bifurcation depuis des valeurs propres a d’abord été
démontrée par Krasnosel’skii en 1956. Il utilisa le degré topologique pour montrer qu’il
y a bifurcation depuis toute valeur propre de multiplicité impaire . Noter que pour les
opérateurs de Schrodinger, la valeur propre principale est simple.

Ce résultat a été étendu par Rabinowitz en 1971, qui montra que des branches globales
émanent des points de bifurcation .

De plus, en 1971, Crandall et Rabinowitz montrerent que, localement, la branche bifur-
quant d’une valeur propre simple est une courbe continue .

en 1956 jusqu’a 1971 utilisent le degré de Leray-Schauder, nécessitant la compacité des
opérateurs. Ils ont été étendus depuis a des situations non compactes. Le résultat est

purement analytique et plus flexible a cet égard.
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L’objectif de notre travail est étudie I’équation de Schrédinger non linéaire (NLS),et nous
intéressons a applique la théorie de la bifurcation et stabilité pour (NLS) .

Cette mémoire est composé de trois chapitres organisés comme suite :

dans le premier chapitre nous présontons quelque notions de base que nous avons
utilise toute au long de ce travail .

le deuxéme chapitre consacre a quelque détails sur I'équation de Schrodinger non
linéaire (NLS) contenue et discrét avec a quelque module ,et on présente la thérie da la
bifurcation ,ou on introduit deux types de bifurcations .

Enfin dans le troisieme chapitre On termine notre travail par une application sur la

bifurcation et la stabilité pour un équation de schrodinger non linéare .

3)



CHAPITRE 1
NOTIONS ET DEFINITION CENERALES

7 j Ans ce chapitre, on sinéresse dabord a la présentation des notions générales sur les

systemes dynamiques : tels que définition, points déquilibre, cycle limite, stabilité...

et quelques définitions .

1.1 Systéemes dynamiques

Définition 1.1. Un systéeme dynamique est un modéle permettant de décrire lévolution
au cours du temps d’un ensemble des objets en interaction, il est défini par un triplet
(X, T, f) constitué de l’espace détat X, du domaine temporel T, et d’une application de
transition détat f : X x T — X, qui permet de défnir a partir d’un vecteur de conditions

initiales, létat du systéme a tout instant. [10]

Dongc, on peut défnir un systeme dynamique comme une description d'un phénomene
physique qui évolue au cours du temps (systéme continu), ou par rapport a une autre

variable (systeme discret).



% CHAPITRE 1. NOTIONS ET DEFINITION GENERALES

1.1.1 Représentations mathématiques des systémes dynamiques

Un systéme dynamique décrit par une fonction mathématique présente deux types
de variables : dynamiques et statiques, les variables dynamiques sont les quantités fonda-
mentales qui changent avec le temps, les variables statiques encore, appelés parametres
du systeéme sont fixes. [17]

— Dans le cas ou la composante temps est continue, le systeme dynamique est présenté

par un systeme d’équations diférentielles de la forme :
CZ = f(z,t,p) ou x €R"etpeR" n;etre N.
— Dans le cas ou le temps est discret, le systeme dynamique est présenté par une

application (fonction itérative) :

Tp1 = f(zr,p), 2 €ER"etpeR", k=1,23.

1.1.2 Systéme dynamique linéaire

Un systeme dynamique linéaire ou systeme diférentiel linéaire est une équation por-

tant sur une fonction vectorielle x(t), qui peut sécrire :

Ou plus généralement |
x=A(t)z(t)+ g(t) .

Ou A est une matrice carrée et g un vecteur dont les éléments sont des fonctions de t.
Le mot linéaire concerne uniquement la dépendance par rapport a x, les éléments de A(t)

et de g(t) n’ont pas a étre linéaires en t. [7]

10D



% CHAPITRE 1. NOTIONS ET DEFINITION GENERALES

1.1.3 Systeme dynamique non linéaire

Un systeme dynamique non linéaire peut toujours étre écrit par une équation difé-

rentielle de la forme suivante :

Si(z(1))
fa(x(t))

fu(2(1))
Ou z(t) € R™, et f est une fonction non linéaire. On note f(¢,x(t)) = F(x(t)).

A la section (1.1) , on va étudier le cas ou f est linéaire bien entendu, dans le cas non
linéaire, on ne peut pas faire une description aussi détaillée, puisque la fonction f est
arbitraire, 'analyse des systemes linéaires va nous aider énormément dans I'étude des
systemes non linéaires , plus précisément, on montre qu’au voisinage des champs de vec-
teurs, le comportement des solutions d'une équation est presque toujours du méme type

que celui des solutions de son approximation linéaire. [7]

1.1.4 Trajectoire

Soient (M, ¢'c;) un systéme dynamique et 2 un état de l'espace des phases.
On appelle trajectoire d'un point = de M 'application définie sur G et a valeurs dans M

Par :

v: G = M,

t— o'(z) .

Donc, la trajectoire est une solution du systeme différentiel. [10]

«11)
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1.1.5 Espace de phase

L’espace de phase est un espace souvent multi-dimensionnel permettant d’interpré-
ter géométriquement , le mouvement d'un systeme dynamique décrit par des équations

différentielles par rapport au temps. [10)]

1.1.6 Orbite

Définition 1.2. [/0] On appelle orbite d’un point x, l’image de la trajectoire issue de x

c’est a dire le sous ensemble y(x) de l'espace des phases défini par :

) = ¢'(x), t€ G .

1.2 Points d’équilibre

Définition 1.3. [15] On dit que x. € R™ est un point d’équilibre ou point critique de
I’équation différentielle :
&= f(z),

)

flze)=0.

Remarque 1.1. Par un changement de variable y = x — x. , on peut ramener le point a
Vorigine (0) . [17]

Exemple 1.1. Considérons :

= |

21‘2

L’équation @ = f(x) a deux points d’équilibre , x> = (1,0)T et 22 =(-1,0)T. [1]

€ [

«12)
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1.3 Cycle limite

Soit le systeme différentiel de la forme :

i = P(z,y),
y=Q(z,y).

(1.2)

Ou P et Q sont des polynomes en z et y a coefficients réels de degré d .

Définition 1.4. Un cycle limite C' du systéme (1.2) est une trajectoire fermée isolée dans
l’espace de phases, c’est a dire qu’il existe un voisinage de C' dans lequel il n’y a pas

d’autres courbes fermées .

Théoreme 1.1. C' étant la trajectoire d’un cycle limite, toutes les trajectoires intérieures
et extérieures voisines de C' sont telle que :

Soit elles s’enroulent toutes en spirales autour de C' pour t — +00 ou bien t — —oo.

1. Si toutes les trajectoires intérieures et extérieures s’enroulent autour de C', pour

t — 400, le cycle limite est stable.
2. Si toutes les trajectoires intérieures et extérieures s’enroulent, toutes en spirale au-
tour de C, pour t — —oo, le cycle limite est instable.
Exemple 1.2. Soit le systeme :
i =azr —y— ar(x® +y?),
v =x+ ay — ay(z? +y?).

Tel que o est un parametre.

) ' x = rcos(f),
En coordonnées polaires :

y = rsin(f).
tel que 2 + y? = r?, le systéme précéde devient :

«13)
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7 =ar(l—r?),
0=1.
r = 1 correspond a l’orbite périodique est un cycle limite stable pour o > 0 , et instable
pour a < 0 .

Sia= 0, le systéme a une infinité d’orbites périodiques et il n’ya pas de cycles limites.

Remarque 1.2. Les cycles limites apparaissent seulement dans les systemes différentiels

non linéaires. [0]

1.4 Stabilité

La notion de stabilité a pour but de formaliser la propriété d'un systeme dynamique tel
que le systéme reste proche d'un état dit d’équilibre (dans un sens a préciser et a quantifier)
. 1l existe des dizaines de types de stabilités différentes pour caractériser 1’évolution d’un

point vers son état stable . Les principaux types de stabilité sont abordés ici .

1.4.1 Stabilité au sens de Lyapunov

Soit le systeme dynamique suivant :

&= f(z,1), (1.3)

avec [ une fonction non lineaire .

Définition 1.5. Le point d’équilibre x. du systéme (1.3) est :

1. Stable si :

Ve>0,30 >0 :||x(to) —zc || < 0 = |Jz(t,z(ty)) — x| < &,V > t5. (1.4)

«14)»



Y

% CHAPITRE 1. NOTIONS ET DEFINITION GENERALES

2. Asymptotiquement stable si :

35 > 0] a(to) —ac | < 6 = lim [la(t, 2(t)) — z[|= 0.

3. Exponentiellement stable st :
Ve>0,30 >0 || z(to)—zc |[|[< 6 = ||z(t, x(to))—x||< a||x(to) —ze||lexp(=bt) ,Vt > to.

4. Instable si l'équation (1.4) n’est pas satisfais . [17]

Théoreme 1.2. Considérons le champ de vecteur suivant :
= f(x),z € R™ (1.5)

Soit x. un point d’équilibre de (1.5) et V : U — R une fonction de classe C' définie sur

un voisinage U de x. tel que :
1. V(ze) =0 et V(x) >0 si z # x..
2. V(z) <0 dans U\{z.}.

Alors x. est stable. De plus, si

3. V(z) <0 dans U\{z.}.

Alors x est asymptotiquement stable . [20)]
Exemple 1.3. :

xy = Ty + 21 (2] + 73),
Ty = —x1 + 2o(2? + 23).

Ce systéme a un point d’équilibre unique (0,0). Considérons la fonction suivant :
V(zy,xe) = 2% + 25 .

On a :V(0,0) =0 et V(zy,z2) = 22 + 23 > 0,V(x, 15) # (0,0).

De plus :

(15)
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d
V($1>x2) = %V(xbﬁz)

= 21’1.’13'1 + 21’21’2

= 2(a1 +23)"

done V (1, x9) > 0,Y(x1,22) # (0,0). Alors : lorigine est instable. [15]

1.5 Structurellement stable

Un systéme dynamique (champ de vecteurs ou application) structurellement stable si
le portrait de phase ne change pas dans une perturbation de ses paramétres. Par consé-

quent une bifurcation correspond a une perte de stabilité structurelle .

Définition 1.6. Un systéme dynamique (champ de vecteurs ou application) est struc-
turellement stable ou robuste si les systémes suffisamment "proches” présentent un méme

comportement dynamique . [10]

1.6 espace de Hilbert

est un espace prehilbartien complet c¢’est-a-dire un espace de Banach dont la norme

||.|| découle d’un produit scalaire ou hermitien (.,.) par la formule
[e]l= \/{z, z).

c’est la généralisation en dimension quelconque (finie ou infinie)d’un espace euclidien ou

hermitien .

1.7 espace de Banach

un espace vectoriel norme est un espace de Banach si seulement si dans cet espace

toute sérié absolument convergent est convergent .

16D
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1.8 le spectre

est I'ensemble des ces valeurs spectrale en dimension finie,cet ensemble se réduit a

I’ensemble des valeurs propres de cet endomorphisme ou de sa matrice dans une base .

1.9 Théorie des Bifurcations

L’aspect fondamental de I’étude des systemes dynamiques est la notion de bifur- ca-
tion . Un terme qui a etait introduit par Henri Poincare au debut du X X siecle dans ces
travaux sur les systemes differentiels. Pour certaines valeurs critiques des parameéetres de
contréle du systeme , la solution de I’éequation différentielle change qualitativement : on
dit qu’il ya bifurcation . Une premiere approche pour I'etude des systemes dynamiques
consiste a rechercher les points d’equilibre, c¢’est-a-dire les solutions stationnaires ne pre-
sentant pas I’evolution temporelle . L’etape suivante consiste a faire varier les parametres
de controle du systeme . On regarde alors que deviennent les points d’equilibre, en particu-
lier ceux qui etaient stables avant de modifier les parametres du systeme et les bifurcations
qui apparaissent. Pour les valeurs des parametres auxquelles de tels changements quali-
tatifs apparaissent, valeurs dites de bifurcation , la construction du portrait de phase

necessite des outils adoptes .

1.10 Définition de bifurcation

Soit le systeme dynamique non lineaire de dimension n :

dx
E :f(x,t,,u), (16)

tel que p est un parametre de controle, et z, la solution de ce systeme . [10]

«17)»



% CHAPITRE 1. NOTIONS ET DEFINITION GENERALES

Définition 1.7. Une bifurcation est un changement qualitatif de la solution x. du systéme
(1.6) lorsqu’on modife p , et d’une maniére plus précise la disparition ou le changement

de stabilite et 'apparition de nouvelles solutions .

1.11 Diagramme de bifurcation

Dans les systemes dynamiques,un diagramme de bifurcation montre les comporte-

ments possibles d’un systéme,a long terme,en fonction des parametres de bifurcation .

Définition 1.8. Un diagramme de bifurcation est une portion de ’espace des parameétres

sur laquelle sont représentés tous les points de bifurcation.

1.12 Codimension d’une bifurcation

Si ’ensemble des valeurs de bifurcation est defini par k& conditions
Ci(p) =Co(p) = ... = C(pp) =0 avec 1 <k <p.

La bifurcation est dite de codimension k£ (on peut dire que la condimension est la plus

petite dimension de l’espace des parametres permettant d’aboutir a cette bifurcation).

1.12.1 Type des bifurcations
Bifurcations locales

La codimension est la plus petite dimension de ’espace des parametres permettant
d’aboutir a cette bifurcation . On parle ici seulement de la bifurcation de codimension
un et il existe quatre types de bifurcations de codimension un (noeud-col, transcritique,

fourche, hopf), qui correspondent tousa des comportements génériques .

C18)



% CHAPITRE 1. NOTIONS ET DEFINITION GENERALES

Bifurcations globales

Ces types de bifurcations correspondent a des collisions de deux varietes et elles ne
fontpas forcement intervenir le voisinage de la solution . Ici, les linearisations locales autour
de la solution ne seront donc d’aucunes d’aide . C’est pour cela que ces bifurcations sont

appelees "globales', et deux types sont : orbites heteroclines et orbites homoclines .

«19)



CHAPITRE 2

EQUATION DE SCHRODINGER NON
LINEAIRE

équation de Schrodinger est I'équation fondamentale de la physique quantique,
L comme l'est la loi de Newton en physique classique . On la retrouve pour décrire
des phénomenes assez variées que ce soit dans l'optique quantique (propagation d’un fais-
ceau de laser), la physique atomique (supraconductivité, condensation de Bose-Einstein),
la technologie électronique(supraconductivité, condensation de Bose-Einstein), la tech-
nologie électronique (semi conducteurs, transistors, mémoires), la physique des plasmas,
astrophysique, la microscopie électronique , la neutronique , la chimie ou encore la biolo-
gie,...). Nous présentons dans ce chapitre la définition et la formulation de 1’équation de
schrodinger, et quelque modeles de cette équation, 1’équation DNLS | les paires de Lax

des systemes de NLS et la relation avec la théorie de Floquet , I'instabilité linéaire .

20



% CHAPITRE 2. EQUATION DE SCHRODINGER NON LINEAIRE

2.1 Formulation

Dans une particule quantique, qu’elle soit une particule dans un électron dans ’atome,
est toujours décrite par une fonction d’onde .

En général cette fonction d’onde dépend de I'espace et du temps ,
W(7,t).
La densité de probabilité de trouver la particule a I’endroit 7 A linstant ¢ est
P(7,t) = [ (7, ).

Lorsque cette densité de probabilité ne dépend pas du temps, on dit que le systéme est
dans un “état stationnaire” .

Considérons une particule de masse m libre de se déplacer sur ’axe des x et soumise a
une force dérivant d'un potentiel V() .

La fonction d’onde de la particule satisfait ’équation aux dérivées partielles suivante :

L0z, t)  —h?OPP(x,t)
th T w— + V(z)(x,t), (2.1)

ou 0/0t et 0/0x indiquent les dérivées partielles par rapport a t et x respectivement et h
le constante de Dirac .
On nomme Péquation (2.1)équation de Schrodinger . A partir de la condition initiale

¥(x,0) et du potentiel V(z) , elle permet de calculer ¢ (z,t) . [20]

2.2 Hamiltonien

L’opérateur différentiel qui apparait dans le membre de droite de I’équation de Schro-

dinger s’appelle le Hamiltonien et indique par H.

«21)



% CHAPITRE 2. EQUATION DE SCHRODINGER NON LINEAIRE

Soit H l'espace des fonctions d’onde du systeme. L’opérateur H est une application linéaire

de H dans H :
H:H—H;, H(ay + bipy) = aHipy +bHpy Va,b e C.

H représente physiquement ’énergie, cinétique plus potentielle, de la particule. En termes
de l'opérateur ﬂ, I’équation de Schrodinger prend la forme compacte :
O (x,1)

ih=— = A, ). (2.2)

Fonctions propres de H et les état stationnaires

Nous cherchons les solutions stationnaires de ’équation de Schrédinger. Pour cela, il
faut d’abord calculer les ” fonctions propres ” de 'opérateur H. 1 s’agit de fonctions tels
que

A

Ho(x) = Ep(x), (2.3)

avec F/ un nombre réel. C’est a partir des fonctions propres de H que l'on construit les
solutions stationnaires de équation de Schrédinger.

Considérons en effet une fonction d’onde de la forme :

ou ¢(x) satisfait I’équation (2.3), et injectons-la dans I’équation de Schrédinger (2.2).

On obtient :

n o) = Botyew) —  olt) =, (2.4

22)
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on a donc une solution de I’équation de Schrodinger de la forme :
P(x,t) = e~ PLe(), (2.5)
La densité de probabilité de trouver la particule a ’endroit z a I'instant ,

P(z,t) = [(z,t)* = ()], (2.6)

ne dépend pas du temps. L’état ¢ décrit dans (2.5) est un état "stationnaire” dont les
propriétés ne varient pas dans le temps .

La constante FE qui apparait dans (2.4) représente I’énergie de la particule .

2.3 L’équation de Schrodinger non linéaire discrete

(DNLS)

L’équation de Schrodinger non linéaire discrete décrit un modele particulierement
: . ) . : .
simple pour une structure d’oscillateur couplés anharmonique. Dans une dimension spa-

tiale, la formule générale de ’équation est :

dn
dt

l

= G(¢n+1a wna wnfl) + F(wn)> (27)

ou, F(v,) représente le terme non linéaire d’équation de Schrodinger, G(¢n11, ¥n, Yn—1)

est la fonction de couplement a court terme .
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Equation de Schrédinger semi-linéaire

L’équation de Schrodinger semi-linéaire est une équation comportant un terme linéaire

de type équation de Schrodinger et un terme de réaction non-autonome :

dtpn
dt

?

L’équation de Schrodinger semi-linéaire intervient dans de nombreux domaines de la phy-
sique : propagation d’ondes, optique non-linéaire, modeles de lasers, modeles de plasma,

- ete .

2.4 Bifurcation : notions générales et application a

NLS

L’équation de Schréodinger non-linéaire
Considérons 1'équation :
iOpp + A+ g(x,9) =0, (NLS)

pour ¢ = (t,z) : [0,00) x RN - C, N >1.

On suppose que g € C(RY x C,R) verifée :

g(ZL’, ei9w> - eieg(xa w) )

pour tout x € RY . § e R,w € C .

Cette propriété implique que 'on peut mettre g sous la forme :

gz, ) = flx, [ P,

qui intervient dans les applications v on a donc g(x,0) = 0 . Le coeffcient f(z,| ¥ |*)

permet de modéliser la réponse d’un milieu non-linéaire et non-homogene en présence
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d’un champ v .

NLS apparait dans de nombreux modeles physiques, notamment les ondes de Langmuir
en physique des plasmas, la condensation de Bose-Einstein, les vagues scélérates, etc.
NLS est omniprésente en optique non-linéaire, dont la théorie est historiquement tres
étroitement liée aux recherches sur NLS,cf. discussion dans G.,Adv.Nonlin.Stud.2010. []
Questions mathématiques importantes : existence (locale et globale), comportement asymp-
totique, stabilité, explosion en temps fini , diffusion, aspects systéme dynamique, limite
semiclassique, etc .

Quelques noms illustres associés a NLS : Ginibre, Velo, Cazenave, Lions, Merle, Raphaél,

Gérard, Weinstein, Bourgain, Strauss, Tao, Ambrosetti, Malchiodi, etc .

2.4.1 Ondes stationnaires de NLS

100 + A+ g(w, ) = 0. (NLS)

L’équivariance de g par rapport au groupe ¢ : § € R permet de chercher des solutions

sous forme d’ondes stationnaires :
(t,7) = eMu(x) avec A\ € R et u € HY(RY,R).
Cet Ansatz conduit alors au probleme stationnaire :
Au+ g(z,u) = N, u e HYRY). (SNLS)

Une solution de (SNLS) est un couple (A, u) € R x HY(RY). Noter qu’on a une ligne de

solutions triviales (\,0),\ € R .

Théoréme 2.1 (Théoreme de Sotomayor). On suppose que f(xg, o) = 0 et que la matrice
A= D,f(xg,\o) admet p =0 comme valeur propre simple de vecteur propre v .
On désigne par w un vecteur propre de la transposée At pour la méme valeur propre p = 0.

On suppose de plus que A a k valeurs propres de partie réelle négative et n —k — 1 valeurs
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propres de partie réelle positive .

On suppose que les conditions suitvantes sont satisfaites :

W'Dy f(xo, Ao) # 0 ,
W'D f (o, M) (v, v) #0 .

Alors, il existe une courbe différentiable de points singuliers du systéme différentiel

T = f(:E,A),

dans R™ x R qui passe par (xg, \o) et qui est tangente a ['hyperplan R™ X Ag. Prés de xy,
il n’y a aucun point singulier si A < Ao et il y a deux points singuliers si X > Ag.

Les deux points singuliers sont hyperboliques et possédent des variétés stables de dimension
k et k + 1 respectivement.

L’ensemble des champs de vecteurs différentiables qui satisfont la condition ci-dessus est
un ouvert dense de l’espace de Banach des champs de vecteurs différentiables qui ont le
point xo comme point singulier avec une valeur propre nulle simple.

La bifurcation ainsi décrite s’appelle la bifurcation pli. Si on modifie les conditions de la

sorte :
W'Dy f(zo, o) =0,

W'Dy D) f(xo, Ao)v # 0,

W'D2 f (g, Ao)(v,v) # 0 .

la bifurcation s’appelle bifurcation transcritique. Si on les modifie comme suit :

W' D f (0, M) = 0,
W'D, Dy f(xg, Ao)v # 0,
W' D7 f (0, M) (v, v) # 0,

W DB f (0, M) (0,0, 0) # 0 .
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la bifurcation s’appelle la fourche .
La bifurcation pli représente donc la plus simple (et générique) des fagons pour un systéme
de perdre sa stabilité structurale . On ne donne pas la démonstration du théoréme de

Sotomayor mais on va lexpliciter dans le cas de la dimension un . [J]

2.5 Bifurcations d’orbites périodiques

La théorie des bifurcations des systemes dynamiques discrets consiste a étudier les
modifications des aspects qualitatifs des trajectoires formées par les itérés d’une famille

d’applications :
r— F(z,\),

lorsque le paramétre\ varie. En particulier, les bifurcations d’une application de retour

d’un systéme différentiel décrivent des modifications des orbites périodiques . [19]

2.5.1 La bifurcation pli d’un cycle limite
Une analyse locale conduit & considérer le cas de I’application de premier retour :
P(r)yr =lor + Lir® + 1or + ...
qui est conjuguée a 'application polynomiale :
P(r) —r =lor + 1 + lor®.

Les cycles limites au voisinage de l'origine correspondent aux racines de P(r) —r =0 et

sion a:

12 — 4lgly > 0,
—ll/lg > O,
lo/lg > 0.
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les deux racines de I’équation sont réelles et positives et il y a deux cycles limites , un
stable et un instable. La bifurcation se produit ala confluence des deux cycles, c’est a dire

lorsque le polynome a une racine double et donc pour :
l% - 4[0[2 =0 5

Cette bifurcation s’appelle la bifurcation pli d'un cycle limite .

2.5.2  Bifurcation de cycles limites par déformation continue
d’une orbite périodique d’un systéme périodique

On considére une petite perturbation d’un systéme hamiltonien :

. O0H
T = a—y—l—ef(x,y),

=T+ eglr.)
Y= o €g\x, y).

On suppose que le systéme hamiltonien posséde un continuum d’orbites périodiques dans
un certain domaine du plan .

On désigne par . 'orbite périodique qui correspond a une des composantes connexes de
H(z,y)=c.

On considére la un-forme différentielle associée au champ de vecteurs ci-dessus :
dH + ew = dH + e[ f(z,y)dy — g(z, y)dx],

et qui s’annule identiquement le long des orbites de ce champ de vecteurs .

La solution 7, est une solution du systéme pour € = 0 .

Dans la perturbation , la solution se déforme légérement et on peut calculer sa déformation
au premier ordre en .

Soit >~ une section transverse a la solution v, munie de la coordonnée u = H |Z .

Pour € suffisamment petit, la section > reste transverse au flot du systéme différentiel
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perturbé .
Avec comme donnée initiale un point u de Y, 'orbite du systéme différentiel perturbée

Ye , recoupe la section transverse en un point de coordonnée L(u,€) . On a :
/ [dH + ew] =0 .
7C7E
Un développement au premier ordre en ¢ donne :

OL(u, €)0€|—p = —/ w .

Ye
Par le théoreme de préparation de Weierstrass , on sait que les orbites périodiques
isolées qui se déforment avec la perturbation en I'orbite périodique 7. lorsque € — 0 vont

correspondre aux valeurs de ¢ qui sont des zéros isolés de l'intégrale :
b q

fo=[ v,

Dans le cas ou cette fonction est identiquement nulle, il faut utiliser 'algorithme des dé-

rivées successives .

2.5.3 La bifurcation homocline de champs de vecteurs du plan

La bifurcation homocline consiste en la naissance d’un cycle limite par déformation

d’une connexion homocline . On suppose que le systéme :

dx

? _f(xay) )
y _

7 =g(v,y) .

posseéde un point singulier (zg,yo) de type col et qu’il présente une connexion homocline
en ce point , c’est a dire que la variété stable du col une fois prolongée vient se confondre
avec la variété instable (cf. Définition 25). On dit que la connexion homocline est simple
si

_9f, 99 _
g0 = [813 ay](x()?yO) =0.
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On peut démontrer le résultat suivant. Si la connexion homocline est simple, il ne peut
naitre par bifurcation de la connexion homocline qu'un cycle limite au plus et si ce cycle

limite existe , il est stable si o < 0 et instable si g9 > 0 .

2.5.4 Le doublement de période

Cette bifurcation peut se produire dans le cas ot un des multiplicateurs de 'orbite
periodique devient égal & —1 tandis que les autres sont de module différent de 1 .
La variété centrale de 'orbite périodique est donc de dimension 1 .
D’apres le théoreme de la variété centrale, on peut supposer que la dimension de la variété
ambiante est égale a 2 .
Une section transverse a l'orbite périodique détermine une application de premier retour
qui est une application P .
On suppose que le systéme est dans une famille dépendant d'un parametre A et que la
bifurcation se produit pour la valeur A = \q .

On a donc :
P()(0) =0, P'(3)(0) = 1.

Le théoréme des fonctions implicites donne que P(\) posséde un unique point fixe voisin

de 0 . Apres translation , on peut supposer que P(A)(0) =0 .

dP(A)(0)

Pour une famille générique , on peut supposer que i ne s’annule pas et prendre
cette quantité comme parametre de la déformation .

On a donc :
PA\)(z) = (=14 Nz + O(2?) .

A conjugaison pres, on se ramene au cas :
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PNz (-1+ Nz —erde=+.

L’orbite périodique est attractive si A > 0 et répulsive pour A < 0 .
On considere alors les points périodiques de P de période 2.

Ils s’obtiennent avec ’application PoP :
PoP:x—x+ (=22 + )z +[1-XA— (A —1)%2% + ...

Si on néglige les termes en A9, on obtient que les points périodiques de période 2 sont

donnés par x = 0 et par une courbe :
ex—22+..=0.

Pour A > 0, on obtient deux points qui sont sur une méme orbite périodique de période
double du champ de vecteurs . Elle est :

attractive si A < 0,

répulsive si A > 0, (le multiplicateur vaut 1 4 4\) .

Si on prend le cas € < 0 par exemple, on a ainsi une orbite périodique attractive si A > 0,
suivie d'une orbite périodique attractive de période double si A < 0 .

D’oule nom de bifurcation de doublement de période .

L’orbite périodique de période double borde un ruban de Mobius centré sur l'orbite pé-

riodique de période simple et de largeur de l'ordre de € .

2.5.5 Exemples de bifurcations homoclines
On peut considérer le systeme :
T=y,
y=z+2*—zy+py .

1. Montrer que pour la valeur ;= —1, le point singulier (—1,0) présente une bifurca-

tion de Hopf surcritique .
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2. Vérifier que le cycle limite croit avec u jusqu’ a une valeur proche de p = —0.85

pour laquelle il disparait dans une bifurcation homocline .
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CHAPITRE 3

BIFURCATION ET STABILITE POUR
NLS

3.1 Bifurcation : notions générales et application a

NLS

L’équation de Schrodinger non-linéaire

Considérons I’équation :

iOpp + Ap + g(,9) = 0, (NLS)

pour ¢ = ¥ (t,x) : [0,00) x RN - C, N > 1.

On suppose que g € C(RY x C,R) verifie :
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0

g(z, ew) = e’g(x,w) pourtout z € RN, # € R, we C.

Cette propriété implique que 1'on peut mettre g sous la forme :

gz, ) = fla,| ¢ )¢,

qui intervient dans les applications; on a donc g(x,0) = 0.
Le coefficient f(z,| ¢ |*) permet de modéliser la réponse d’un milieu non-linéaire et

non-homogene en présence d’un champ ¢ .

3.1.1 Ondes stationnaires de NLS

iOpp + Ay + g(x,9) = 0. (NLS)

L’équivariance de g par rapport au groupe {e? : § € R} permet de chercher des solutions

sous forme d’ondes stationnaires :
P(t,z) = eMu(x), avec AER, et ue HY(RY R),

Cet Ansatz conduit alors au probléme stationnaire :

Au A g(z,u) = M, u € H (RY). (SNLS)

Une solution de (SNLS) est un couple (\,u) € R x H*(RY) .

Noter qu’on a une ligne de solutions triviales {(),0) : A € R} .
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3.1.2 Théorie de bifurcation
bifurcation

Un probléme important concerne le comportement des solutions (A, u) lorsque le
parametre A varie. Les points de bifurcation sont les valeurs de A ou la structure de
I’ensemble des solutions change .

Le probléme (SNLS) appartient a la classe de problémes abstraits définie comme suit .
Soit F' € C(X,Y), ou X et Y sont des espaces de Banach ,
X CcY,et F(0) =0 . Considérons :

F(u) = Au, A € R, (P)

On a une ligne de solutions triviales {(A,0) : A € R} C R x X.

Définition 3.1. A € R est un point de bifurcation pour le probléme (P) ssi il existe une
suite {( Ay, un)} C R x X telle que N\, = X et u, — 0 lorsque n — 0o, mais u, # 0 pour

tout n.

Linéarisation, analyse spectrale

F(u) = Au, A € R. (P)

Si I'on suppose, de plus, que F € C*(X,Y), il est naturel d’approximer (P) au voisinage

de u = 0 par le probleme linéarisé :

DF(0)u = Au. (LP)
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ou DF(0) € L(X,Y) est la dérivée de Fréchet de F'en u=0 .

Par le théoréme des fonctions implicites, les points de bifurcation appartiennent a o(DF(0)),
le spectre de DF'(0) .

Supposons que Y est un espace de Hilbert, X C Y un sous-espace dense, et

DF(0): X CY — Y est un opérateur auto-adjoint.

Alors o(DF(0)) C R peut étre décomposé comme :

o(DF(0)) = 04isc(DF(0)) U oess (DF(0)),
ol 04isc(DF(0)) est le spectre discret, i.e. 'ensemble des valeurs propres isolées, de mul-
tiplicité finie , et

Oess(DF(0)) := o(DF(0))\oaise(DF(0)),

est le spectre essentiel de DF(0).
Ainsi, la bifurcation peut avoir lieu depuis une valeur propre de DF'(0), ou depuis le

spectre essentiel de DF(0).

Opérateurs de Schrodinger
Soit YV = L*(RY), X = H?(RY), et F: X — Y définie par :
Fu)(z) := Au(z) + g(z, u(x)),

ou l'on suppose :
— g€ C(RYN xR) et g(x,0) = 0 pour tout z € RY .
— g(z,.) € CY(R) pour tout z € RN | avec dog(x,.),cpn
équicontinue , dxg(., s) € L>=(RY) pour tout s € R ,
¢ = 0og(.,0) € L2(RV) .
— des hypotheses de croissance sur |g(z, s)| pour |s| — oo ,

Alors F € C1(X,Y), et la linéarisation de (SNLS) est
Au+q(z)u= I .
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L'opérateur S : D(S) = H?(RY) c L*(RY) — L?(RY) défini par :
(Su)(z) = Au(z) + q(x)u(z) ,

est appelé opérateur de Schrodinger .
Posant A :=supo(S) et o :=lim,oq(z), nous avons

Oess(S) = (—00, ], a<A<||qlr=,A€c(S) De plus, A est donné par la formule :

Ae—  inf Jen | Vu [* —q(x)u?dx
u€H2(RN ), g Jry utdx

)

Si A > a, alors A € 045.(S). Dans ce cas, A est la valeur propre principale de S, et S a

une fonction propre correspondante p, > 0 .

q(x)

N=1, ¢g(x)>a lim g(x)
|| —=roo

F1GURE 3.1 — Bifurcation et stabilité pour NLS
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3.1.3 Bifurcation depuis une valeur propre

Bifurcation depuis le spectre essentiel

Les premiers résultats datent de fin 1970 /début 1980, principalement par Charles A.
Stuart (voir aussi Kiipper et Riemer), obtenant la bifurcation par des méthodes purement
variationnelles .

A ce jour il n’existe pas de théorie abstraite générale comme celle traitant de la bifurcation
depuis des valeurs propres. Le comportement des solutions lorsqu’elles approchent de la
ligne des solutions triviales semble dépendre tres spécifiquement de la nature précise des
problemes, qu’il faut donc traiter au cas par cas .

Comme on le verra par la suite, des méthodes analytiques donnent des courbes lisses de
solutions positives bifurquant depuis le spectre essentiel (cf. Stuart 1985, Stuart-G. 2008,
G. 2009). [12]

Bifurcation depuis la valeur propre principale

Considérons le probleme unidimensionnel :
u'(z) + g(z,u(x)) = Mu(x), © € R,

lim‘ﬂ_)oo U(QZ) =0.

On suppose

g € CHR?) et g(x,0) = 0 pour tout x € R,
— g(—x,5) = g(z, s) pour tout (x,s) € R?
— g(x, s) est décroissante en x > 0 et croissante s > 0 ,

— ¢ = 039(,0) € CY(R) et q(0) > 0 = limyy) 00 q(2) -

Comme ci-dessus, on considére le probléme dans X = H?*(R) .

A =supo(S) > 0 = supo.ss(S) est la valeur principale de S.
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Exemple 3.1. Un exemple typique de fonction g satisfaisant les hypothéses du théoréme

est donné par :
9(z,s) = q(z)s + V(z)|s]"~'s ,
avec p > 1 et des hypothéses appropriées sur q,V € C*(R) .

Théoréme 3.1 (Théoréme(Jeanjean-Stuart, Adv.Di.Equ. 1999 )). Il existe A € (A, 0] ,
et une courbe u € C*((A,\), H*(R)) tel que (X, u(N\)) est une solution de (E1) pour tout
A€ (A, N), avec u(N\)(x) positive, paire et strictement décroissante en x> 0. [1/]

En outre,

Jim [lu(A) 2= 0 et ii/{gl\U(A)HHF 00.

Remarque 3.1. Cette approche est purement analytique et fournit une courbe lisse de
solutions .

Par une approche topologique, on peut obtenir des ensembles connezxes de solutions .
L’hypothese q(0) > limjg o0 q(x) garantit que A est une valeur propre (simple). Sans cette

hypothése, on peut envisager la bifurcation depuis le spectre essentiel de S.

3.2 Bifurcation depuis le spectre essentiel

3.2.1 La puissance pure

Considérons le probleme :

Au(z) + V(z)|u(x) P u(z) = du(z), = eRN,

lim |z 00 u(z) = 0.
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pour N > 2, On utilisera les hypotheses suivantes :

(V1) V € CL(RY).

4 —2b

(V2) ilexiste b€ (0,2) telque 1<p< )

((=o00si N =2),
et imy oo 2PV (2) = 1, limppsee [2|°[2VV (2) + 0V (2)] =0 .
(V3) V est radial avec V(r) > 0 et V'(r) < 0 pour r >0 .

!/
(V4) r (r) est decroissante en 7 > 0.

V(r)
Exemple
V(iz) = L tisfait toutes les hypothe i-d
(x) = W satisfait toutes les hypotheses ci-dessus.

Le probleme (E2) correspond donc & (SNLS) avec
gla,s)=V(z)lsP~ls, et q(x)=0byg(x,0)=0,
Ainsi |
S=A, et 0o(S)=ocess(S)=(—o0,0].

donc S n’a pas de valeur propre .

Néanmoins , on a le résultat suivant , formulé dans X = H'(R") .

Théoréme 2 (Stuart-G, DCDS 2008)

Supposons (V1) et (V2) .

Il existe \g > 0 et une courbe locale u € C*((0, \g), H*(RY)) tel que (X, u())) est solution
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de (E2) pour tout A € (0, \g), avec u(\) € C*(RY) N L®(RY) , et u(\) >0 sur RY .

De plus |,

4 —2b
0  I<p<l4 ——
51 p + N
limys ol u(A) || =

4= 42
p N_2

oo st 1+

Terminologie

On dit qu'’il y a bifurcation de la ligne des solutions triviales lorsque ||u(\)||z:— 0,

et bifurcation asymptotique ou bifurcation & I'infini lorsque ||u(\)||z1— oo .

Théoréme 3 (G., Calc. Var. 2010)

Supposons (V1) a (V4).
Alors la courbe du Théoréme 2 peut étre étendue en une branche globale u € C1((0, 00), H*(RY))
telle que, pour tout A € (0,1) : u(\)est I'unique solution positive radiale de (E2);
u(\) € C2(RN) N L= (RY) et u()) est strictement décroissante radialement .

De plus,

4—-2b
li M= tout 1<p<l+—-——.
/\1/11010Hu( M| 1= 00 pour tou P R

Application

Le cas N = 1, p = 3 donne l'existence d’ondes progressives dans des guides d’ondes
planaires focalisant avec “matériaux de Kerr”, pour des faisceaux de puissance arbitrai-

rement basse/haute.

Preuve 3.1. On commence par le changement d’échelle :
2-b
A=k u(z) =kv(y), y=kx, pourk>0, 0= 7
p J—
(E2) devient :
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Av—v+EV(y/k)f~lv =0, k>0, (3.1)

Par (V2) on a :

limy,o K="V (y/k) = |y~ ly/kI"V (y/k) = y|*, Yy #0,

ce qui suggere le probleme limite |

Av — v+ |yt = 0. (3.2)

qui a une unique solution positive radiale vy € H*(RYN).
On applique alors le théoreme des fonctions implicites a la fonction

F:Rx HY (RY) — H-Y(RY) définie par :

Av—v+ [k["V (y/ )P~ tv,  k#0,
F(k,v) =

Av — v+ |y |vP~to, k=0.
au point (k,v) = (0,v9) € R x HY(RY) ot DoF(0,v0) : H* — H™! est un isomorphisme

(non-dégénérescence), ce qui donne une branche de solutions (k,v(k))(|k| < ko petit) de

F(k,v)=0.

En revenant aux variables initiales (A, u), on obtient alors une branche locale de solu-

tions (A, u(N)) de (E2), pour tout :

0< )<=k
Le comportement asymptotique lorsque X\ — 0 suit du changement de variables et du fait

que v(k) — vo dans H' lorsque k — 0.
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Pour prouver le Théoreme 3, on montre que la branche locale donnée par le Théoreme

2 se prolonge indéfiniment en une courbe C* paramétrée par X > 0.

On commence par montrer que, sous les hypothéses (V1) a (V4), pour tout A > 0, il existe
une unique solution positive radiale uy € HY(RY) de (E2), et que, pour 0 < X\ <)o, elle

coincide avec la solution u(X) du Théoréme 2.

On montre ensuite que uy est une solution non-dégénérée, pour tout X > 0 . On peut
ainsi appliquer le TFI en chaque point (A, uy) . On en déduit finalement que la branche

amorcée au Théoréme 2 s’étend indéfiniment.

Remarque 3.2. Cette méthode est purement analytique et donne des conclusions fortes :
courbe lisse, comportement asymptotique et monotonie de la branche, etc. Ces propriétés

s’avéreront utiles pour étudier la stabilité des ondes stationnaires de (NLS).

1l est possible d’obtenir la bifurcation depuis le spectre essentiel sous des hypotheses plus

faibles, avec bien sir des conclusions plus faibles.

Des arguments purement variationnels (voir par ex. Stuart ‘82 '88) donnent des suites de

solutions qui convergent vers la ligne des solutions triviales.

Des méthodes topologiques donnent des ensembles connexes de solutions, voir par exemple

(Toland °82, Giacomoni "98).
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3.3 Stabilité des ondes stationnaires

3.3.1 NLS en dimension N =1

Nous revenons maintenant a 1’équation d’évolution :

0 + 02,0 + f(z, |9 =0, (NLS)

avec
flx,s?) =V (x)s*™, s=>0,
ot V € CY(R) est pair, V'’ < 0 sur (0,00),
V(z) ~|z|™® lorsque |z| =00 pourun be(0,1),

et

V()

Vi(z)
Vi) g

T V(m)/

décroissante sur (0,00), avec =
On suppose aussi 1 < p <5 — 2b (non-linéarité sous-critique).

Exemple 3.2. :

b
(1+ |2[?)2

satisfait toutes les hypothéses ci-dessus. Sous ces hypotheses, nous avons trouvé les solu-

tions :
Un(t, z) == eMuy(z), M€ (0,00),

ot uy € H*(R) N C*(R) satisfait le probléme stationnaire
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u(x) + f(z,u(@)?)u(z) = Mu(x), =€ (R),
(SNLS)

lim|m|_>oo u(x) =0.

wx)=u(—x) >0, et A uy est C((0,00)H(R)) ,

avec |[ux||gio , lorsque A — 0.

3.4 Stabilité orbitale

Comme (NLS) est invariant sous l'action du groupe {e?? : # € R} , on ne peut espérer
g

montrer la stabilité des solutions périodiques 1y (¢, x) = e*uy(z) au sens usuel.

En effet, supposons A, — A € (0, \g) et considérons :
a(t, o) = eMuy(z) et pu(t,x) = ePrluy (x)
Alors V0 >0 dN;jeNt.q,
n = Ny = |len(0,.) = a0, )l = [lua, —uallmr <96,

Cependant,

llon(t, ) = at, Nlar = 1(1e™ = e Dl lux|lm = [Jux, = wallm]

= 8UD;g [[@n(t) = U012 2{|url[gr =0 pour n >N .

La notion naturelle de stabilité pour les solutions périodiques est la suivante .

Définition 3.2. Une onde stationnaire 1)(t,r) = e?u(x) est orbitalement stable

ssiVe>0 360 >0 tgq, pour toute solution ¢ de (NLS) on a :

l|¢(0,.) — ul|g < J = infger ||@(t,.) — e®ullgn <e VE>0.
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Intuitivement : ©(t,0) proche de v =

©(t,.) proche de lorbite O(1)) := {e?u : 0 € R}Vt >0 .

FIGURE 3.2 — Bifurcation et stabilité pour NLS

Pour montrer la stabilité, on utilise la théorie générale de Grillakis-Shatah-Strauss

(1987). [17]
Pour chaque )y € (0,00), 'onde stationnaire 1)\g = et

suivantes sont vérifiées :

uy, est stable si les conditions

(1) En interprétant (NLS) comme un systéme hamiltonien, des conditions spectrales

assurent que la hessienne du systeme au point ), n’a qu'une direction instable.

(2) Une fonction de Lyapunov empéche alors le systeme de visiter la direction instable,

pourvu que la fonction A +— ||uy||p2 soit strictement croissante au voisinage du point
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A = )\p. Cette condition est souvent appelée la condition de pente.

3.5 Les conditions spectrales

Pour A € (0, 00), considérons les opérateurs linéaires :

LY, Ly : H*(R) C L*(R) — L*(R) définis par :

Lyv=—v"+ v — [f(z,u}) + 202f (2, u} )uiv ,

Lyv=—v"+ Xv— f(z,u})v.

Les conditions spectrales requises pour la stabilité sont :

(S1)  infoe(LY) >0, M(L{)=1, kerL{=1{0}.
(S2) infoes(Ly) >0, O0=info(L)), kerL, =vect{u,} .

ot M(LY) est I'indice de Morse de L = dimension du plus grand sous-espace ot Ly

est negatif .

Liv=—v"+ v — [f(z,u3) + 20:f (x,u3)u3]v,

Lyv=—v"+ v — f(z,u})v.

Verification

Tout d’abord, toutes les valeurs propres sont simples . Ensuite :

— limy) o0 f(2,u3) = limyy) 00 202 f (2, u3)uf =0
= inf oo (LY) = inf opes(Ly) = A >0 .

— comparant L{v = 0 avec 1’équation pour wuy, on montre que ker L7 = {0} (non-
dégénérescence de uy) .

— uy > 0 sol. de (SNLS) = ker L, = vect{uy} et 0 =info (L)) .
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Il reste & montrer que Ly a exactement une valeur propre negative.

L’analyse de bifurcation locale prés de A = 0 permet de montrer que M(LY) = 1 pour
A > 0 petit .

Par la théorie de perturbation, les valeurs propres de L} dépendent continfiment

de A € (0,00) .

Puisque ker L{ = {0} pour tout A € (0, 0), les valeurs propres ne peuvent pas traverser
zéro lorsque A varie

—> M(L}) =1 pour tout A € (0,00) .

3.6 La condition de pente

Nous devons vérifier que la fonction A — ||uy||z2 est strictement croissante sur (0, 0o)
. Puisque ||uy|[z2 — 0 lorsque A — 0 par le Théeoreéme 2, il existe un A > 0 au voisinage

duquel c’est vrai. Il suffit donc de vérifier que :

d 2
a/ﬂgu/\d:t#() VA € (0,00) .

Remarquons que :

d d 00
ﬁ/Ruidx:2/RuAﬁu,\dx:4/0 uxéx

d
oué = ﬁuA satisfait

VA [f(ul) + 202 f (z, u3)ui)n = Aéx + un.

On peut montrer que :

o v(x)  S—p et oy [
/0 [xv(x)—i— 5 Jo(z)u §dx—2/\/0 uédz. (%)
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En outre, ¢ a le profil ci-contre

X0

Définissons ((x) := x

Supposant par I’absurde que :

/Oo uédr = 0,
0

on récrit alors (x) comme :

/0 T1¢(@) = C(ao))o(@)uPedz + C(wo) /O Y o(@)uwredr =0 |

L’identité de Lagrange pour u et & donne :

o)

(p—1) /Ooo v(x)uPldr = /0 udx |
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et on a donc :

[ ol — cooeds + S5 [*iar ~o (et

Gréce aux hypotheses

/ /
¢ oo (z) N\ sur(0,00) , et o (z) > b,
v(z) v(z)
on a alors ,
V(z) H5—p

(== —|—T\sur(0,oo),etp<5—2b=>(>0,

v(z)

ce qui contredit (%*) .

Théoréme 4 (G., ANS 2009)

Supposons que V € C1(R) est pair, V' < 0 sur (0,00), et que
V(z) ~ |z|7 lorsque |z| — oo pour un b € (0,1) avec 1 <p < 5—2b .
V@) Vi)
V(z) Viz) =

Supposons en outre que x — T

décroissante sur (0,00) , et x

Alors |
d/ 2d0 > 0, VA€ (0,00)
0 Ru/\ x , ,00) .

En particulier, l'onde stationnaire 1, (¢, ) = exp™ uy(x) est une solution orbitalement

stable de (NLS) pour tout A € (0,00). [11]
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CONCLUSION GENERALE

L’équation de Schrodinger non-linéaire :

1000 + A+ glz,0) = 0, (NLS)

solutions sous la forme d’ondes stationnaires ¥(t,z) = e*u(x) , avec A € R et N €
H' | pour étudier la bifurcation on applique les théorémes de bifurcation on a aprés la
vérification les hypothéses (V1) , (Va) , (V3) , (Vi) et d’aprés la théoreme 2 et 3 il y’a la

bifurcation de la linge des solutions triviales si

I u(A) [l — 0,
et bifurcation asymptotique si

| u(A) [[1— o0 .

pour la stabilité on a pour tout A\g € (0,00) , I'onde stationnaire 9 (t,x) = e*u(z) est
stable si les conditions suivantes sont vérifices :
- En interprétant (NLS) comme un systéme hamiltonien, des conditions spectrales assurent

que la hessienne du systéme au point 1), n’a qu'une direction instable.
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- Une fonction de Lyapunov empéche alors le systeme de visiter la direction instable,
pourvu que la fonction A +— ||uy||z2 soit strictement croissante au voisinage du point
A = )\g. Cette condition est souvent appelée la condition de pente.

it

et d’aprés la théoréeme 4 I'onde stationnaire ¥(t,z) = e"*u(z) est solution orbitalement

stable pour tout A € (0, 00) si

d [ o
J/RU/\dx>O, VA € (0,00) .
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Résumeé

Ce mémoire est consacré a |'étude d’une équation de Schrodinger non
linéaire. Précisément la bifurcation.

Nous discutons la bifurcation de puis une valeur propre .il existe deux
cas de bifurcation :

depuis le spectre essentiel et la valeur propre principale.

Pour la stabilité des ondes stationnaires nous entament la stabilité
orbitale et les conditions spectrales requises.

Abstract

This thesis is devoted the study of a nonlinear Schrédinger equation
precisely bifurcation we discuss the bifurcation of then an eigenvalue.

There are two cases of bifurcation:

From the essential spectrum and the principal eigenvalue for the
stability of the standing waves we begin the orbital stability and the
spectral conditions required.
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NOTATIONS

Les différentes abréviations et notations utilisées tout au long de ce mémoire sont

expli- quées ci-dessous :

NLS L’équation de Schrodinger non linéaire.

DNLS L’équation de Schrodinger non linéaire discréte.
H Hamiltonien.

O diz le specter discréte.

Oess le specter essentiel.
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